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.内容 提 要 


本 书 在 阐述 量子 力学 的 基本 知识 的 前 提 下 。， 济 述 固体 物理 方面 的 
内 容 。 全 书包 活 非 相对 论 量子 力学 的 基本 知识 及 量子 统计 ， 主 要 讲述 
了 波 函 数 、 薛 定 末 方程 .量子 力学 中 的 力学 量 、 态 和 力学 量 的 表象 . 微 
扰 理 论 、 自 旋 与 全 同 粒 子 等 ,全书 还 包括 量子 力学 在 固体 物理 中 的 应 
性 ， 主 要 介绍 了 能 带 理论 及 声 子 的 概念 。 每 章 末 安排 有 一 定量 的 习 
题 ， 书 末 阶 有 详细 解答 ， 

本 书 适 用 于 理工 科 有 关 专 业 的 本 科 生 及 研究 生 ， 也 可 供 其 他 工作 


者 参考 。 
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本 书 的 骏 形 是 编 首 在 昆 册 工学 院 讲 授 量 子 力学 课 所 所 号 
的 讲义 。 授 课 对 象 为 上 科 部 分 专业 的 本 科 生 及 研究 生 。 他 们 “ 
学 习 本 课程 的 近期 上 日 的 ， 仅 为 一些 后 绪 课 程 之 需 ， 故 学 时 
较 少 ( 30 至 50 学 上 时) 。 这 些 后 续 课 程 ， 多 与 固体 物理 及 量子 - 
化 学 有 关 。 数 学 实践 表明 ， 如 不 结合 后 续 课程 的 内 容 而 单纯 . 
讲授 量子 力学 的 知识 ， 是 难以 取得 较 好 效果 的 。 但 为 避免 过 
余 繁 杂 亦 因 学 时 所 限 ， 编 者 认为 不 宜 面 面 俱 到 ， 而 应 有 所 侧 
重 。 因 此 ， 本 书 将 在 鹿 述 量子 力学 的 基本 知识 的 前 提 下 ， 尽 
量 结 合 固体 物理 方面 的 内 容 。 为 突出 此 点 ， 本 书 就 以 < 固体 
物理 的 量子 力学 基础 ?> 作为 书 名 。 

本 书 共 分 三 篇 。 第 一 篇 系统 地 介绍 了 非 相对 论 量子 刀 学 
的 基本 知识 。 编 者 本 着 删 繁 就 简 的 原则 ， 力 图 以 简明 扼要 的 
方式 来 介绍 此 篇 的 内 容 ， 使 读者 能 在 较 短 的 时 间 内 了 本 解 量子 
力学 的 基本 概念 、 基 本 原理 及 基本 方法 。 这 对 一 般 工科 专业 
及 至 师 专 物理 专业 的 学 生 无 疑 都 是 相宜 的 。 第 二 篇 为 量子 统 
计 简介 。 第 三 篇 为 量子 力学 在 固体 物理 学 中 的 应 用 ， 主 要 介 
绍 能 带 理 论 及 声 子 的 概念 。 

还 得 说 明 ， 阅 读本 书 ， 勿 须 具 备 太 多 的 数理 知识 。 几 掌 
过 数学 分 析 、 兽 通 物 理 及 粗 通 线性 代数 的 读者 ， 均 能 读 懂 本 
书 大 部 分 内 容 。 对 所 需 的 “数理 方法 ”方面 的 知识 ， 本 书 以 
附录 形式 列 于 全 书 正 文 之 后 。 为 便于 工程 技术 人 员 或 理化 函 
授 生 自学 本 书 ， 笔 者 在 每 章 之 末 均 作 了 小 结 ， 并 对 所 有 习题 


都 作 了 简要 解答 ， 列 于 书 末 。 

爹 书 由 于 凌云 担任 主编 。 第 一 至 第 七 章 及 附录 由 周 读 云 
扔 号 ， 第 八 章 及 第 九 章 由 刘坤 和 疾 光 敏 合 写 ， 第 十 、 十 一 两 
章 由 李 行 一 撰写 ， 第 十 二 章 由 王 安 安 撰写 。 

全 书 脱 稿 后 ， 承 云南 大 学 物理 系 主任 陈 尔 纲 教授 审阅 了 
全 书 。 

团 于 编者 学 识 ， 难 免 有 雇 误 之 处 ， 获 祈 读者 指正 。 


编 -者 
1988 人 年 2 月 十 昆 明 工 学 院 
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第 一 篇 量子 力学 基础 


子 力 尝 是 人 们 对 自然 界 的 探索 和 研究 日 益 深 化 的 过 程 
中 ， 灾 陵 经典 物理 学 的 旧 观念 、 上 图景 而 逐渐 发 展 并 于 于 完 
善 的 。 它 的 发 展 大致 可 分 为 两 个 阶段 。 第 一 阶段 是 所 谓 早 期 
景 子 论 ( 习惯 上 称 卓 量子 论 ) 阶段 ( 1900-1924 )3 第 二 阶 
让 是 其 子 太 学 阶段 (1924- ) ，1927 年 以 后 量子 统计 力学 、 
旗子 电动 志学 和 基 子 场 论 纷纷 出 规 ， 使 之 共有 亚 为 丰富 的 内 


和 


弛 纺 计 归 关 述 非 相对 论 景 子 为 学 的 基本 知识 ， 首 先 介绍 
旧 景 子 沦 区 内 容 , 并 概述 了 认 的 意义 及 氧 陷 . 基 后 的 第 二 至 第 
七 章 为 量子 力学 的 基本 内 容 。 需 要 说 明 ， 量 子 力学 虽 有 儿 种 
表述 方法 ， 己 我 们 认为 ， 还 是 葛 定 读 的 波动 力学 较 易 为 初学 
者 所 接受 ， 放 仍 以 它 为 主 来 讲述 这 部 分 内 容 。 仅 在 第 五 章 的 
表象 理论 条 中 才 对 系 吐 力学 表述 方式 略微 提 及 。 对 量子 方 

学 的 狭 噶 克 家 述 形 式 ， 在 $5-7 节 中 作 了 简介 。 还 应 指出 ， 

人 之 限 ， 对 量子 力学 的 一 些 有 
价值 的 9 窑 ， 也 只 能 删 去 或 简 述 。 如 将 二 次 量子 化 及 散射 理 
论 等 舍 去 ， 对 表象 理论 也 只 作 了 简介 ， 在 近似 方法 方面 也 仅 


讲述 了 了 守 志 梳 提 论 。 
第 一 章 ” 旧 量子 论 及 物质 的 
波 粒 二 象 性 


本 惟 汪 : 灾 济 壕 旧 基隆 论 ， 它 包 括 闭 朗 克 的 量子 假说 、 爱 
国 斯 坦 滑 浣 芝 假说 及 致 尔 理论 。 接 着 又 讲述 了 在 光子 假说 的 


启发 下 ， 由 德 布 罗 意 所 提出 的 物质 的 波 粒 二 象 性 假说 。 


31-1 黑体 辐射 及 普 朗 克 
的 量子 假说 


由 普通 物质 学 知 ， 由 于 物体 内 部 带电 粒子 的 热 运动 而 引 
起 的 辐射 电磁 波 的 现象 称 为 热 辐射 。 所 有 物体 都 能 辐射 一 定 
波长 的 电磁 波 ， 且 对 外 来 的 辐射 还 有 有 反射 和 吸收 作用 。 如 - 
物体 对 照 到 其 上 的 辐射 ， 能 金 部 吸收 而 不 反射 ， 则 称 总 物体 
为 绝对 黑体 ( 简称 黑体 ) 。 一 个 开 有 小 孔 的 空 腔 可 视 为 黑 
体 。 实 验 指出 ， 当 腔 壁 单位 面积 所 发 射出 的 辐射 能 和 它 所 吸 
收 的 辐射 能 相等 ( 平衡 状态 ) 时 ， 频 率 在 "到 > + dv 之 则 的 辐 
射 能 密度 p,dv 只 与 黑体 温度 了 了 有关。 实验 还 给 出 了 在 不 同 温 
度 下 的 p,-? 曲 线 。 一 些 物理 学 家 力图 从 理论 上 推出 p.。 维 思 
由 热力 学 推 得 ，P,dv =»3f(y/T)dv。 他 进而 假设 辐射 按 波 长 
的 分 布 类 似 于 麦克 斯 韦 速 率 分 布 ， 则 得 


pdyv = Cse 了 dy (1-1) 
Ci;、C: 为 常数 。 此 式 在 ” 较 高 的 区 域 与 实验 曲线 一 致 ， 而 
在 低频 区 域 与 实验 不 符 ( 见 图 1-1 )。 

瑞 利 - 金 斯 据 经 典 物理 学 得 ， 黑体 空 腔 单 位 体积 内 辐射 
频率 在 v-» + dy 间 的 振动 方式 数 为 ( 8xy*/C， ) dv ( 见习 题 
1 -4 之 解 ), 再 据 能 量 均 分 定理 (每 一 振动 方式 的 能 量 为 87)， 
戎 得 


prdy = (dy ) AT ( 1-2) 


式 中 为 光速 ， 上 为 至 耳 奖 曼 常数 。 此 式 是 严格 按 经 典 物理 
学 推出 的 ， 但 此 式 仅 在 低频 区 与 实验 相符 ， 而 在 高 频 区 与 实 
验 相 违 (图 1-1 )， 且 由 ( 1- 2 ) 会 导出 黑体 的 总 辐射 能 


oo 


- 上 、 ” Th 
为 龙 限 大 的 莞 雇 结 论 ， 即 =| prdy = -3% | dy 


= co。 如 此 ， 这 一 情况 被 当时 的 人 们 称 作 “ 紫 外 灾难 ”。 这 
一 困难 问题 ， 引 起 了 当时 物理 学 界 的 重视 。 

1900 年 12 月 德国 物理 学 家 普 朗 克 成 功 地 解决 了 这 个 困 
难 。 他 提出 了 一 个 内 新 的 概念 一 一 能 量子 。 他 在 研究 黑体 辑 
射 时 ， 把 黑体 看 作 是 由 带电 的 谐振 子 所 组 成 的 ， 并 假设 这 些 
谐振 子 的 能 量 不 能 连续 变化 ， 而 只 能 取 一 些 分 立 值 ， 它们 
是 一 最 小 能 量 eo 的 整数 倍 ， 即 为 ; eo，2es，3e0 > 
neo，…。 这 些 分 立 能 值 称 为 谐振 子 能 级 .这 一 假设 是 与 经 由 


”理论 根本 对 立 的 , 因 经 典 理论 认为 物体 的 能 量 是 连续 变化 的 ， 


故 振子 能 量 的 取 值 就 不 应 受 任何 限 制 , 但 他 根据 这 一 假设 ， 
推出 了 黑体 辐射 的 正确 公式 。 其 推导 如 下 : 

”由 经 典 物理 学 知 粒子 ( 此 处 为 振子 ) 的 能 量 为 三, 的 几 
率 与 eE"/47 成 正比 ， 而 由 普 朗 克 假设 忆 , = ne。， 即 得 振子 
的 平均 能 量 为 


DO oo 
一 ， A 一 四 
> Ee E"/k? eo > ne "okT 
n=-0 n=0 


n=0 ， n=0 


四 
a -一 ™ 了 
< 一 


; 


言 ， 则 ( 1- 3 ) 的 分 母 为 


oo 
四 so d 一 dd 
去 由 之 7 
n=0g 网 no 4 
一 已 SC i 一 ee 一 >， 当 令 


ET R， 则 C1 -3) 式 的 分 子 


将 之 代入 5 1 -3 ) 并 


2 并 后 ， 旭 得 


e 
Pydp = (Ew) 所 = ( e 三 一 1 ) ~ dye, 


C1-4) 
丝 较 维 思 公 \ 式 ， 得 ey， 可 写 为 eo= hy， 其 上 称 为 普遍 克 常 
数 , 其 值 为 6.626 x10“4J"s 此 加 被 称 作 频 率 为 "的 能 量子 。 
这 样 ， 即 得 普 朗 克 公 式 


rp 1 


Dro (1-5) 


它 与 实验 惊人 地 相符 ( 图 
-1 )。 而 且 ， 低 频 时 和 
它 可 化 为 瑞 利 公式 ， 高 频 
时 化 为 维 因 公式 (习题 
1-71)。 | 
普 朗 克 假 设 正确 地 解 
释 了 黑体 辐射 实验 ， 拯 救 
了 所 谓 “ 柴 外 灾难 ”。 不 
i 其 深刻 意义 还 在 
它 第 一 次 揭示 了 微观 尺 图 1-1 
话 的 移 旨 统 演变 过 程 存在 着 不 连续 性 ，3 进而 为 人 们 对 光 
的 微粒 性 认识 开辟 了 一 个 途径 ， 它 标 志 着 近代 物理 学 的 诞 
生 。 


31-2 ”光电 效应 和 光 
的 波 粒 二 象 性 


到 十 九 世 纪 末 ， 人 们 已 确信 光 是 一 种 电磁 小。 然而 人 们 


很 快 就 发 现 光 的 电磁 理论 ， 是 不 能 解释 光电 效应 实验 规律 
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的 : 光电 效应 首先 为 芋 雍 所 发 现 (1888 ) ， 其 后 又 有 人 对 之 
进行 子 详尽 的 研究 ， 并 得 出 了 : 些 实验 规律 。 1897 年 当 电 
闻 疲 发 现 抽 ， 人 站 就 认识 到 所 谓 光 电 效 应 ， 力 是 光照 射 到 
金 胃 上 后， 金属 中 的 电子 吸收 了 光 能 而 腊 出 金属 表面 的 现 
象 . 这 种 电子 被 叫做 光电 子 。 光 电 效 应 的 实验 规律 就 可 典 述 
为 ; 

41)》 对 十 一定 金属 而 襄 ， 仪 当 入 射 光 的 频密 > 达到 或 
超过 菜 害 入 时 ， 才能 有 光电 子 从 念 届 表面 上 发 射出 来 。 
和 fr<po， 则 无论 光 强 多 天， 照射 时 间 多 长 ， 艾 不 能 产生 光 
i 

(2 ) 光电子 的 能 量 与 入 射 光 强 无 关 ， 只 决定 于 光 的 
频 尖 ， 光 强 具 影 响 光 电子 的 密度。 

按 经 典 电磁 理论 ， 光 的 能 量 仅 决 定 于 光 强 ; 而 与 频率 无 
其 , 故 靠 吸收 光 能 而 脱出 金属 的 光电 子 的 能 量 , 也 就 只 与 光 强 
有 关 。 此 与 上 述 实验 事实 相 违 。 这 又 成 了 经 典 物 理学 的 一 个 
困难 问题 。 

1905 年 受 因 斯 坦 在 普 朗 克 假 设 的 启发 下 ， 进 而 提出 : 光 
( 志 滋 波 ) 是 由 能 量 为 ;的 光量 子 ( 简称 光子 ) 所 组 成 ， 其 
运动 速度 为 光速 c 。 用 此 假设 ， 他 成 功 地 解释 了 光电 效应 规 
律 ， 

当 光 照射 到 金属 表面 上 时 ,能 量 为 如 的 光子 被 电子 吸收 、 
电子 将 此 能 量 的 一 部 分 用 来 克服 金属 表面 对 它 的 引力 ， 另 一 
部 分 提供 它 脱出 金属 后 的 动能 。 此 能 量 关 系 可 殉 为 


3 0 = WW (1-6) 


式 中 4 是 电子 质量 ，v 是 电子 脱出 金属 后 的 初速 ， Yo 是 电 
子 脱出 金属 表面 所 需 作 的 功 ， 称 为 脱出 功 。 如 电子 所 吸收 的 


光子 的 能 最 ip<< 矿 。， 则 它 就 不 能 脱出 金属 表面 ， 此 时 就 不 
会 产生 光电 子 。 由 〈 1 -6 ) 还 不 难看 出 ， 对 某 一 金属 而 言 
( 其 奢 " 为 某 一 定 值 )， 其 光电 子 能 量 只 决定 于 光子 频率 ， 
而 与 光 强 无 关 。 光子 频率 决定 光子 能 量 ， 光 强 与 光子 数 有 
关 。 增 加 光 强 ， 就 是 增加 光子 数目 ， 其 结果 仅 能 增加 光电 子 
的 数目 。 这 样 ， 光子 假说 就 完全 解释 了 光电 效应 的 实验 规 
律 。 

光子 假说 揭示 了 光 的 微粒 性 ， 光 是 由 微粒 一 一 光子 所 组 
成 。 但 这 并 不 否定 光 的 波动 性 ， 因 这 早已 被 干涉 、 和 衍射 等 现 
象 所 证 实 。 这 样 ， 光 就 具有 “ 波 ”“ 粒 ”双重 性 ， 称 为 光 的 
波 粒 二 象 性 。 这 种 双重 性 的 联系 ， 可 由 光子 的 能 量 及 动量 与 
其 频率 及 波长 的 关系 式 体现 出 来 。 

由 相对 论 知 ， 静止 质量 为 uo 速度 为 ?的 粒 的 能 量 是 EE 


= we ( 1 -点 ) -和 而 光子 速 凑 为 其 能 量 为 io ,由 此 式 可 
知 光子 的 静止 质量 为 零 。 再 由 相对 论 中 能 量 与 动量 的 关系 式 
EE: = 风 c'+c*p*， 即 得 光子 能 量 与 动量 的 关系 为 E =c Po 
这 样 ， 即 得 光子 的 妃 及 了 与 其 频率 及 波长 4 的 关系 式 


_ _h _ 
E=ljp=io (5 = 过) (1-7) 
ho _h _ 
ne (178) 
把 ( 1-9 ) 式 写 为 矢量 式 ， 即 为 
: 一 ji hh _ 


式 中 n 表 光子 运动 方向 的 单位 和 撩 ，@ 表 角 频 率 ，k 为 光 的 波 
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入 。 CI-7 ) 及 (1-8) 式 把 光 的 普 动 及 微粒 这 双重 性 质 联 
承志 来 f 已 .让 有 反 肛 炉 子 性 竟 物 站 量 ， 页"、 2 二 机 写 波 
动人 的 物理 量 。 光 是 粒子 性 与 波动 性 的 广 轩 统一 体 。 在 不 隔 
条 件 下 有 不 间 的 反映 ， 在 王 涉 和 衍射 实验 条 件 下 表现 出 流动 
性 ， 而 在 与 物 夭 相克 作用 时 表现 出 粒子 许 。 但 不 ， 光 子 这 棕 
粒 于 不 是 经 典 意 义 下 的 粒子 。 其 波动 性 也 不 古 经 典 意 义 下 芍 
没 ， 关 于 此 问题 将 在 第 二 党 中 讨论 。 还 应 指出 ， 苞 子 不 古 低 
壕 粒 子 ， 对 它 的 准确 下 述 属 十 晤 子 场 沦 内 容 ， 这 已 超出 本 书 
! - 


妥 关 断 直 的 苇子 理论 下 共性 种 耳闻 电 宝 度 ， 划 为 康 莹 
疾 黎 应 习题 1 1- 50) 济 一 -和 证 实 。 它 的 成 功 ， 使 人 人 们 不 乱 
不 永 认 泡 的 小半 下 丘 。 


831-3 玻 尔 理论 


、 原 于 光谱 及 卢 瑟 福原 子 模型 的 困难 
从 1859 和 全 :德国 人 本 生发 现 钠 的 黄色 线 光 谱 后 ， 个 少 科 合 
家 对 原子 的 线 光 谐 进行 了 研究 ， 积累 六 -此 光谱 分 全 的 答 
六。1885 生 过 尔 末 由 这 些 资 料 ， 名 由 扫 可 于 可 多 移 讲 线 频 半 
的 规律 
»= Ro (,—,..) n=3, 4,， 5, 


人 工人 
式 中 民 让 遇 翁 们 篇 下， 其 什 为 1 .0967758x 下 油 吕 此 
大 厅 趟 的 导线 未 称 为 包 尔 来 系 -巴尔 末 还 指出 ,如 将 1 -10) 
成 访 他 整数 的 平方 ， 可 以 得 旨 a 说 生 
其 他 站 科 ， 庆 的 证 闫 了 他 拉夫 间 ， 这样 交 人 


v= Re 一 (= 2，3，… 


N23 de) (1-10 > 
式 中 (mn )。 比 式 及 映 ; 尖子 线 光 谱 的 规律 。 蜗 解 凑 这 
一 规律 ， 就 需 了 和 解 闽 子 是 怎样 发 射 光 说 的 ， 这 惰 得 先 堪 诗 乒 
子 静 结构 
i612 年 户 环 福 提 出 了 一 个 原子 税 理 ， 他 认为 ， 太 了 由 一 
带 正 电 的 原子 核 及 绕 核 旋转 的 电子 组 成 。 此 筑 型 虽 能 解释 c 
粒子 的 大 角度 数 射 问题 。 但 不 能 解释 原子 的 线 光 诺 。 省 此 
接 型 ， 电 子 的 绕 核 运动 总 斋 速 运动 。 由 电磁 理论 知 、 作 加 速 
运动 的 带电 粒 和 于 查 发 射电 磁 波 ， 则 这 上 从 核 运动 的 电子 将 不 新 
地 放射 辐射 能 。 而 按 经 典 理论 计算 ， 此 辐射 频 学 应 等 于 绕 
核 运动 的 频率 。 由 于 电子 不 断 驾 射 能 量 ， 原 和子 的 能 量 就 恶 渐 
减少 ， 因 而 其 发 射 的 光谱 就 应 是 途 续 的 ， 但 这 与 原子 的 分 立 
线 光 帖 的 事实 相 违 。 同 时 ， 按 经 典 理论 ， 当 原 子 目 动 辐射 
时 ， 和 晶 ， 电 子 糙 洛 迪 主线 逐渐 接近 旗子 核 ， 
坡 经 莫 过 伟 中 ， 风 有 原子“ 崩溃 ”， 这 与 版 子 在 正常 状态 下 不 
发 册 辐 射 且 是 的 不 人 所 以 和 ea 


子 的 稳定 性 ， 也 不 能 解释 线 光 谱 的 规律 ， 成 为 经 典 物理 学 
又 -困难 。 

二 、 玻 尔 理论 

当 解 决 上 述 困 难 ， 玫 和 东 提 出 加 FP 理 沦 : 


(1 ) “ 定 态 ”概念 ， 原 子 是 由 带 正 电 的 原子 核 及 绕 
作 轴 轴 运 动 的 电子 组 成 的 。 但 电子 只 能 在 一 些 特 殊 的 入 道上 
运动 ， 这 些 轨道 彼此 分 立 ， 这 就 是 说 ， 原 子 系统 i 一 
些 不 连续 的 能 量 状态 。 在 这 些 状 态 中 ， 电 子 不 不 吸收 电 柚 深 
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不 辐射 电磁 波 ， 这 些 状态 称 为 原子 的 稳定 状态 ( 简 弥 定 
态 )。 

(2) 跃迁 概念 :， 由 于 某 种 原因 ， 电 子 由 能 量 为 三 ,的 

定 态 跃 迁 到 能 量 为 己 , 的 另 一 定 态 ， 此 时 就 会 发 出 或 吸收 辆 

Dnn 一 (1-11) 


当 忆 ,> 已 ,时 为 发 出 辐射 ， 巨 :< 五, 时 为 吸收 辐射 。 
(3) 量子 化 条 件 ， 电 子 的 定 态 轨道 不 是 任意 的 ， 让 轨 
道 角 动量 kor 应 满足 下 列 量子 化 条 件 


uor= nh n=1, 2, 3, 
(1-12) 
n 称 为 量子 数 ，( 1 -12 ) 称 为 轨道 量子 化 条 件 。 后 来 又 被 
索 末 菲 推广 为 由 pdg = nh ， 此 积分 回路 为 电子 轨道 的 一 问 ， 
9 为 电子 的 一 个 广义 坐标 ， p 是 相应 的 广义 动量 。 
由 残 尔 理论 不 难 求 得 氮 原子 的 定 态 能 量 。 设 电子 质量 为 
4， 绕 核 运动 的 速度 为 ， 7 为 电子 可 能 的 运动 轨道 半径 。 
击 库 仓 定 律 及 力学 定律 得 : se:?. fxreor?=10?/7。 再 由 (1-1: 》 
式 可 得 
~ neoh’ 


nies 


n=1，, 2， 3， eee 


(1-13) 
此 即 原子 中 第 条 稳定 轨道 的 半径 。 由 此 式 可 知 电子 轨道 是 
分 立 的 。 其 半径 是 量子 化 的 。 当 n = 1 时 其 半径 m = eoh? 
/zheo =5.29x10 Hm， 称 为 第 一 玻 尔 轨道 半径 《 注 ， 电子 
电 答 本 书 均 用 eo 表示 ) 。 
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当 电 子 在 第 4 轨道 上 运动 时 ， 其 能 量 为 


1 e， 
Es.=7 t+U= Lo (1-14» 


4E0rn 


QF 
1 俐 pc = - 和 再 将 ( 1-13) 中 mm 代入 (1-14)， 基 得 
A [ol 


e? ned 
fr 8neors -eohs “2 
《n=1, 2， 3， “0 ) C1-15) 


由 (1-13) 可知， 和 氨 原 子 的 能 量 只 可 取 一 些 分 立 值 ， 即 其 
能 量 是 量子 化 的 。 此 分 立 的 量子 化 能 值 称 为 原子 能 级 。 用 
《45 ) 式 还 可 推出 巴尔 末 公 式 。 

按 玻 尔 的 跃迁 概念 ， 原子 系统 中 的 电子 从 高 能 级 瑟 。 跃 
迁 到 低能 级 已 "时 ， 所 发 射 的 电磁 波 频 率 为 


, EE Ho? (1 1) 
mn 一 一 TT 2 7 
h 8e2h3c Tm 
C1-16) 
Hed 
车 令 R = 一 一 一 一 ， 则 上 式 即 为 巴尔 末 公 式 。 由 此 算出 的 
8e3hsc - 


R=1.097373Xx10'm :与 里 德 伯 常 数 的 实验 值 十 分 符合 。 玻 
尔 理论 为 常数 提供 了 理论 上 的 说 明 。 

玻 尔 理论 推出 了 巴尔 末 公 式 ， 较 好 地 解释 了 线 光 谱 规 
律 。 现 对 原子 光谱 的 产生 再 作 一 说 明 。 由 ( 1-15 ) 知 ， 9? 


让 


越 大 ， 出 子 离 核 越 远 ， 原 子 能 量 越 大 ， 原 子 吝 越 “ 


而 5 = 工 村 能 量 最 小 ， 电 子 离 核 最 近 ， 原 子 最 稳定 ， 这 种 状 
态 称 为 基态 。 呈 二 1 工 的 定 态 ， 这 类 状态 称 为 激发 在 。 竺 一 激 
发 态 的 原子 将 自发 地 跃迁 到 能 量 较 低 的 激发 态 或 基态 ， -上 呈 


廷 过 程 电 将 发 射 一 全 光子， 频率 由 (1 工 -16 >》 移 定 。 当 二 下 
由 基态 跃迁 人 ， 原子 必须 吸收 一 定 的 能 时 

玻 尔 理论 经 索 末 非 等 人 发 展 后 ， 不 仅 能 解释 氨 光 说， 且 
能 解释 碱 金 属 牛 oe poe 吉 构 。 并 在 一 征程 
还 适用 于 分 子 的 转动 次 和 拱 动 识 、 原 子 的 x 妖 线 计 : 
a 态 等 概念 虹 卫 、 分 子 结 构 的 吕 


全 总 之 ， 纺 尔 弄 伦 的 成 就 ,是 巨大 的 。 介 是 ， 
存在 冰 A 在 实用 上 ， 尚 不 能 解释 和 氮 永 子 光 ;宇和 
人 天 不 能 解雇 非 东 缚 态 问 题 〈( 如 蜗 避 “，， 


区 尔 理论 加 E 论 上 。 它 一 方面 否定 了 经 典 测 
浴 ， 即 认为 处 于 定 大 道上 运动 打包 子 不信 射电 琶 ， 
得 从 某 和 了 子 化 条 件 ， 另 一 方面 却 保 留 了 经 典 力 ' 生 六 
念 ， 并 用 经 与 物 理 的 定律 来 计算 电子 的 稳定 轨道 。 册 此 之 本 
和 让 是 一 个 和 机 的 型 论 。 双 外 ， 它 未 能 说 蚌 处 于 定 术 & 
为 条 不 发 时 电磁 波 。 其 关 调 全 在于， 经 典 的 轨 这 概 从 上 
子 化 概念 是 不 相 容 的 。 冉 为 轨道 概念 意 咏 着， 粒子 在 红 - 
人 
连续 方 这 交 化 ,其 粒子 的 能 晤 也 应 连 续 变 化 。 但 玻 尔 理论 将 ;这 
两 个 不 相 容 的 概念 地 接合 过来， 这 是 儿 最 术 汪 的 儿 
看 来 ， 从 实际 上 和 理论 上 进 ， 都 要 或 产 生 一 个 因 新 条、 
比 旧 量子 论 更 完善 的 理论 来 消 述 微观 粒子 的 运动 。 量 子 广 党 
就 是 在 这 个 历史 背景 下 应 运 抽 生 的 。 这 是 物理 型 学 史上 的 … 次 
重大 变革 。 直 到 19: 4 年 德 布 罗 剖 训 出 微观 粒子 的 “小粒 二 象 
12 


人 性” 后， 才 揭 开 了 这 场 变革 的 序 攻 。 


$1-4 物质 的 波 粒 二 象 性 


德 布 罗 孝 在 爱 因 斯 墟 光子 还 论 的 启发 下 提出 ， 实 字 粒 子 
也 应 具有 波 粒 二 象 性 。 与 具有 能 量 户 及 动量 p 的 粒子 相 联 系 
的 波 《 称 物 质 波 ， 亦 称 德 布 罗 意 波 ) 有 下 列 关 系 


E=iW=Nno 


CC 1-17) 
p = 7 n = Bk 


式 中 及 /分 别 为 其 频率 及 波长 。g 1 -17 ) 称 为 德 布 史 意 关 

系 。 对 秀 止 质量 为 /以 速率 "运动 的 粒子 而 言 , 其 物质 波 波长 
h h nh 

9 = 用 


p 0 nov 1 -ve 。 当 其 t 速 9 安 c 时 ， 虽 为 
. 0 


电场 中 被 加 速 后 ， 能 量 可 达 = 二 os= cuUJ , 故 其 的 质 波 


波长 为 


和 i510 


= 2 
oF oe oHoU Vv U nim 
1 -18 》 
车 用 150V 的 电势 美加 速 电子 ， 则 世 上 物质 波 波长 为 0. 
= 1 A， 此 与 < 射线 波长 同 数量 级 。 
德 布 罗 意 波 的 概念 ， 很 快 就 得 到 实验 证 实 。1927 年 戴 维 
森 和 盖 末 将 被 电势 差 U 加 速 后 的 电子 东 投 射 到 单 晶体 上 ， 反 
射 后 产生 了 与 * 射线 一 样 的 街 射 现象 。 由 实验 所 得 的 波长 数 
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值 与 出 《1-18 ) 式 算出 的 数值 相符 。 1928 年 汤姆 种 用 快速 
电子 束 容 过 人 金 志 簿 得 到 了 衍射 图 样 ( 图 1 -2 ); 用 惕 速 电 
子 束 亦 本 得 此 疼 样 。 这 些 实验 都 证 实 了 物质 波 的 存在 。 

浙 面 已 讲 过 ， 光 具有 波 粒 二 象 性 ， 测 现在 又 认识 到 电子 
等 实物 粒子 和 其 有 波 粒 一 象 性 。 四 此 可 作出 一 个 结论 ， 自 然 
界 前 一 切 粒 子 ， 不 答 其 静 直 质量 是 否 为 零 ， 帮 具有“ 波 粒 ” 
一 绽 性 ， | 


本 党 的 主要 内 容 为 : 

一 、 经 内 物理 学 所 遇 到 的 几 个 困难 

1。 黑 体 辐射 问题 ， 2 。 光 电 效 应 问题 ， 3 .原子 线 光 
谱 规 律 的 解释 及 原子 结构 问题 。 

二 、 有 量子 论 的 主要 内 容 


1 。 普 朗 克 的 量子 假说 2 、 爱 因 斯 坦 的 光子 假说 ， 光 


药 “ 波 粒 ” 二 象 性 及 其 关系 式 已 = 年 、p= 玉 ki 3。 玻 尔 
理论 的 要 点 : (1 ) 《 定 态 ” 概念 ; (2 ) 跃 迁 概 念 ，(3 ) 量 


子 化 条 件 : 中 pdq=th，( n= 1，2 ，3，“… )， 玻 尔 理 


论 鸭 成衣 及 其 陷 。 
人 


习 题 

1-1 求证 :; 《1 ) 当 法 长 较 短 ( 频率 较 高 》、 温 度 较 低 
时 ， 普 朗 克 公式 简化 为 维 思 公式 ，( 2 )》 当 波长 效 长 ( 频率 
欧 低 )、 温 度 欧 高 时 ， 普 朗 克 公式 简化 为 瑞 简 -人 金 其 公式。 

1-2 单位 时 间 内 太阳 辐射 到 地 球 上 等 单位 面积 的 能 
量 为 1324J，m ?os *， 假 设 太阳 平均 辐射 波长 是 55000nn ， 
人 

- 3 一 个 质点 弹性 系统 ， 质 量 mm = 1 0k 弹性 系数 
及 = Na 著 此 系统 遵从 普 良 
吉 量 子 化 条 件 ， 问 量子 数 靖 为 何 ? 车 全 次 为 引 + 1， 则 能 量 
改变 的 百分比 有 多 大 ? 

1-4 试 号 出 体积 为 大 的 空 腔 暴 体 的 频率 在 到 > + 
dy 间 的 振动 方式 数 ? 

1-5 康 普 顿 实验 得 到 ， 当 X 光 被 轻 元 素 中 的 电子 散射 
后 ， 其 波长 要 发 生 改 变 ， 令 4 为 x 光 原 来 的 波长 、4 为 散射 
后 的 波长 。 试 用 光子 假说 推出 其 波长 改变 量 与 散射 角 的 关系 
为 
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于 是 不 能 吸收 光子 的 ，(2 》 
是 不 能 吸收 光子 的 。 

1-7 用 玻 尔 理论 计 算 揽 原子 中 的 电子 在 第 一 至 第 四 
轨 辣 上 运动 的 迷 度 及 这 些 轨道: 的 半径 。 

1-8 利用 玻 尔 - 索 莫 菲 量子 化 条 件 ， 求 在 均匀 矿物 中 
作 图 周 运 动 的 电子 轨 章 的 可 能 兴 径 。 

1-9 假定 由 园 种 涯 子 构 成 的 国体 中 ， 各 个 原子 独立 
地 以 角 频 率 品 作 振 动 。 且 如 普 庚 克 假 说 所 述 ， 这 些 振子 的 
能 量 只 取 #hi 的 值 ， 其 中 4 =0，1 ，2 ，，…。 求 此 固体 


SY 


的 村 尔 此 各 cl = 了， 并 计 论 当 温度 了 一 0 时 的 清光。 


aT 
.1-10 与 出 实 靳 攻 于 的 德 布 风 意 波长 与 泣 子 动 紫 太 和 和 
静止 质量 ULo 的 关系 》 注 明 六 Hc 2 时 ， 4h/ 2k ， 


机 > 六 052 i je 


1-1 计算 动能 下 = 0.01 Mey 的 包子 之 德 布 罗 意 波 


1-12 .总 子 与 光子 的 池上 长 为 2inm， 试 算出 其 相 谱 -的 司 
时 与 能 重 、 


4 -13 讨论 受 地 所 原子 来 为 伴音 立方 电 朴 ( 其 昌 攻 和 
教 4s20anl ) 所 衍射 的 情况 。 问 在 什么 温度 下 氮 原 子 的 衍 
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射 才 是 明显 的? 
1-14 试 证 妆 在 箱 圆 轨道 情况 下 ， 德 布 罗 总 波长 在 电 
子 轨道 上 波长 的 数目 等 于 整数 。 


第 二 章 薛 定 谓 方程 


本 章 首 先 介绍 ， 描 与 粒 子 的 波 粒 -- 象 性 的 波 芍 数 罗 及 其 
统计 解释 。 随 之 引入 反映 微观 体系 状态 变化 规律 的 征 分 方程 
一 一 其 定 座 方程 ( 含 时 的 及 定 态 的 ) 。 景 后 讨论 了 几率 流 帘 
度 问 是 及 波 国 数 的 标准 条 件 。 


$2-1 波 函 数 的 几率 解释 
及 归 一 化 


在 经 典 力学 中 ， 一 个 质点 的 运动 ， 原则 上 说 ， 只 需 用 
空间 坐标 r 随 时 间 变 化 的 函数 关系 " (+ 来 描述 即 可 。 面 对 
于 具有 “ 波 粒 ?” 二 象 性 的 微观 粒子 来 说 ， 其 波动 性 显然 就 不 
能 用 上 述 方法 来 描述 ， 必 须 引 入 一 个 新 的 函数 来 描述 ， 这 就 
是 波 钞 数 罗 (+，1 ) 。 为 对 它 有 一 初步 的 认识 ， 我 们 先 考察 
一 下 描写 自由 粒子 的 波 函 数 。 

一 、 自 由 粕 于 的 波 函 数 

自由 粒子 不 受 外 力 的 作用 ， 故 其 能 量 已 和 动量 p 均 为 便 
量 。 由 德 布 罗 意 关系 已 = 如 =ho 、p = HK 知 ， 它 的 频 
率 "和 彼 矢 k 亦 应 为 重量 ， 这 对 应 于 一 个 平面 波 。 而 一 个 沿 
态 向 传播 的 平面 波 可 以 表示 为 

. AcostkY 0) 或 Asin(R% 0t) C2-1) 
写成 复数 形式 为 Aeitk*7Tw) 其 中 ,KK =-2x/4,w@ =2xv。 由 
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德 盔 吃 意 关系 ， 即 可 将 描写 自由 粒子 波动 性 的 平面 物质 波 表 
为 | 
i 
WV = jel = Ae Bpi px) (2-2) 
好 传 潘 方向 与 x 轴 不 一 致 , 则 其 动量 p 的 y、z 分 量 p;、pP; 就 
不 一 定 为 举 ， 此 自由 粒子 的 平面 物质 波 就 可 更 一 般 地 由 示 为 
1 


y=Ae bh (Pi~ ps DV— pz) 


1 
= de hepEi-p.r) (2-27) 
(2 -2 ) 描 写 了 动量 为 p 、 能 量 为 的 自由 粒子 的 波动 


性 。 伍 们 就 把 它 作为 描写 自由 粒子 波 粒 二 象 性 的 波 邱 数 
Dr, 1), - 

如 粒子 在 一 力 场 中 运动 ， 粒 子 受到 力 的 作用 ， 它 就 不 是 
自由 和 位子 了 ,其 动量 和 能 量 不 再 是 恒 量 ( 或 不 同时 是 恒 量 ) ， 
此 粒子 的 波动 性 就 不 能 用 平面 波 来 描写 ， 而 必须 用 更 复杂 的 
波 来 浇 写 ,在 一 般 情 况 下 ,我 们 用 函数 图 (r+r，t ) 来 描写 粒子 
的 波 粒 二 象 性 ， 并 称 罗 (r+，+ ) 为 波 函 数 。 描 写 自 由 粒子 的 
波 函 笋 ( 2 - 2 人 ) 只 是 波 函 数 的 一 个 具体 例子 。 对 处 于 不 同 
情况 下 运动 的 微观 粒子 ， 其 波 函 数 风 ( r，+ ) 的 具体 形式 是 
不 一 样 的 。 

二 、 波 函数 的 统计 解释 


引进 波 歇 数 图 后 ， 人 们 自然 要 问 它 的 具体 含义 为 何 ? 究 
竞 应 如 何 理 解 粒 子 的 波动 性 及 微粒 性 闻 的 关系 ?关于 这 些 间 
题 ， 历 史上 上 曾 有 一 些 误解 。 我 们 认为 只 有 消除 这 些 误解 后 ， 
才能 建立 起 正确 的 概念 ( 几率 波 概念 ) 。 
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其 误解 之 一 是 ， 认 为 波 是 由 它 所 描写 的 粒子 所 组 成 〈 类 
似 空气 振动 出 现 的 纵波 ) 。 了 照 比 看 法 ， 则 电子 东 的 衍射 实验 
现象 就 应 是 组 成 波 的 电子 之 间 的 相互 作用 ( 干涉 ) 的 结果 。 
这 样 ， 衍 射 图 样 就 应 与 人 射电 子 东 的 强度 有 关 。 但 这 与 事实 
不 符 。 实 验 指出 ， 照 片 所 显示 的 衍射 图 样 和 入 射电 子 束 的 强 
度 无 关 ， 即 与 单位 体积 中 的 电子 数 无 关 。 如 降低 入 射电 子 
束 的 强度 ， 而 只 需 延 长 实验 时 间 ， 就 同样 可 得 出 相同 衍射 图 
样 。 即 使 把 电子 束 强度 减 小 到 电子 一 个 一 个 地 通过 金属 销 而 
衍射 ， 则 经 足够 长 的 时 间 后 ， 仍 能 得 到 同样 的 衍射 图 样 。 这 
说 明 衍射 图 样 根本 不 是 由 电子 间 的 相互 作用 形成 的 ， 其 相应 
的 物质 波 也 不 是 大 量 粒子 所 组 成 的 ， 而 是 单个 电子 本 身 就 具 
有 波动 性 。 如 每 个 电子 只 有 粒子 性 而 无 波动 性 ， 则 当 电子 -- 
个 一 个 地 通过 金属 稍 时 ， 在 照片 上 就 不 会 出 现 衍射 图 样 。 此 
误解 的 根源 在 于 亏 大 了 粒子 性 的 一 面 。 另 一 误解 是 认为 粒 
子 是 由 波 组 成 的 ， 即 认为 一 个 电子 就 是 一 个 经 典 意 义 下 的 
波 。 按 此 观点 ， 则 当 一 个 电子 通过 晶体 后 就 会 出 现 衍射 图 
样 ， 而 实验 事实 并 非 如 此 ， 其 显示 出 来 的 仍 是 一 个 点 而 不 是 
整合 衍射 图 样 。 另 外 ， 按 此 观点 ， 当 一 个 电子 打 到 晶体 表面 
后 ， 则 组 成 电子 的 这 个 波 就 将 发 生 衍射 。 其 衍射 波 将 沿 不 同 
方向 传播 开 去 ， 这 样 ， 在 空间 不 同 的 方向 将 观测 到 一 个 电子 
的 一 部 分 。 但 这 也 与 事实 不 符 ， 因 为 实验 上 测 得 的 总 是 整个 
电子， 而 从 未 测 得 一 个 电子 的 一 部 分 。 电 子 始终 是 具有 一 定 
质量 及 电荷 的 定 域 粒子 ， 因 此 将 电子 看 成 是 由 波 组 成 的 观点 
也 是 错误 的 。 这 种 误解 的 根源 是 专 大 了 波动 性 的 一 面 。 

对 物质 粒子 的 波 粒 二 象 性 及 其 波 函 数 的 正确 解释 ， 是 玻 
恩 首先 提出 来 的 。 他 认为 德 布 罗 意 波 ， 并 不 象 经 典 波 那样 代 
: 表 什 么 实在 的 物理 量 的 波动 ， 它 只 不 过 是 刻画 粒子 在 空间 的 
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用 率 分 布 的 几率 波 。 为 说 明 这 个 几率 波 的 含义 ,再 郑 察 一 下 电 
子 衔 对 实验 。 
当 入 射电 子 东 的 强度 很 大 《 即 单位 时 间 投 射 到 晶体 表面 
上 的 电子 数 很 多 ) 时 ， 则 同时 有 不 少 的 电子 投射 到 晶体 表 
面 ， 在 照 像 底片 上 很 快 就 出 现 了 衍射 图 样 。 而 如 果 电 子 东 的 
强度 极 乱 ， 即 电子 是 一 个 一 个 地 射 向 金属 箔 ， 这 时 照片 上 就 
出 现 一 个 一 个 的 亮点 ， 显 示 了 电子 的 微粒 性 。 这 些 点 子 在 照 
片 于 的 位 置 并 不 部 重合 在 一 超 ， 开 始 时 。 它 们 是 杂乱 无 章 地 
散布 获 ， 毫 无 规律 福 。 随 着 时 间 的 延长 ， 照 片上 的 亮点 数 年 
增多 这 地方 吉 了 较 守 ,有 此 地 方 基 六 名 有 半点， 最 后 
在 直上 形 成 了 全 和 本 检 光 衍 射 图 样 相似 ); 显 示 出 电 
9 浅 动 性 。 此 实验 所 揭示 出 的 粒子 流动 沽 ， 显 然 是 大 量 六 
了 C8 于) 在 同 实验 中 的 统计 结果.。 为 型 清 这 个 统计 意 
义 ， 再 作 如 下 说 明 ， 在 电子 衔 射 实验 中 ， 尽 管 我 们 不 能 确定 
每 个 参与 衙 射 的 电子 一 定 会 到 达 照 片上 的 什么 地 方 ， 故 当 到 
达 照 片上 的 电子 数目 极 少 时 ， 照 片上 呈现 的 似乎 是 一 些 无 规 
则 的 点 ， 但 当 大 量 电子 到 达 照 片上 后 即 成 衍射 图 样 ， 在 街 身 
- 极 大 处 ( 亮 处 ) ， 波 的 强度 较 大 ， 电 子 投射 到 这 些 地 方 的 儿 
率 显然 就 要 大 些 ， 而 在 衍射 极 小 处 ， 波 的 强度 很 小 或 等 于 
零 ， 即 电子 投射 到 这 里 的 几率 很 小 或 等 于 零 。 这 就 是 说 粒子 
的 波动 性 是 以 统计 几率 规律 表现 出 来 的 ， 粒 子 的 德 布 罗 意 波 
也 必须 理解 为 这 和 神 统计 意义 下 的 几率 波 。 玻 恩 就 是 基于 上 
述 分 析 ， 对 描述 粒子 波动 性 的 波 函 数 提出 了 统计 ( 开 率 ) 解 
释 。 如 用 波 函 数 罗 (r+r，! ) 表示 粒子 的 德 布 罗 意 波 的 振幅 ， 
醒 记 | 世 (Cr 1 让 =W* (Cr, 人 (r， 才 ) 表 其 波 的 强 府 ( 其 * 
为 轨 的 复 共 应 ) 。 这 样 玻 思 对 让 函数 吾 的 统计 解释 即 可 表述 
为 ; 臣 函 数 于 圭 刻 在 空间 中 某 点 的 强度 | 罗 ( 信介 了 每 该 村 
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浊 在 此 点 找到 数 子 的 几率 成 正比 。 其 确切 的 数学 表述 为 : 
1 5 Pdxdydz 正 比 于 + 时刻 粒子 出 现在 谈 点 ' 附近 体 元 
dxdxdz 闪 的 风尘 d 玉 Cr， 人 表 为 等 式 ， 即 
dy (rr, 2) =C Ve, 1) Pdrdydz 
= Wr, i ykdr - (2-3) 
式 让 忆 为 比例 常数 。 玻 思 提 出 的 波 函 数 的 这 一 儿 率 解释 ， 已 
为 普 肖 承认， 并 将 之 作为 量子 力学 的 一 个 基本 原理 。 
二 、 波 函数 的 归 一 化 
由 上 述 屁 思 统 计 解释 的 《 2 - 3 ) 式 ， 即 可 得 到 。 ;时 
旭 在 空间 ?处 单位 体积 内 发 现 粒子 的 几率 〈 又 称 儿 率 密 讼 ) 
2 人 zt) 为 
dp (rb) 
dr 


WF) = = Wt) 


进 源 可 得 在 i 时刻 粒 子 出 现在 空间 某 一 体积 VF 内 的 上 凡 率 
WLt), 为 


a )=| ar 1 ) = | w (rdr = | Cl lr,t) pdr 


这 样 ， 如 果 知 道 描述 微观 粒子 的 波 国 数 严 的 县 体形 式 ， 
厚 么 我 们 就 可 得 到 在 任意 时 刻 + 粒子 在 空间 各 处 的 几率 分 
布 。 应 当 指 出 ， 空 间 各 处 的 几率 分 布 指 的 是 ， 粒 子 出 现在 空 
间 各 点 的 可 能 性 的 相对 大 小 ， 因 此 重要 的 是 空间 各 点 几率 密 
度 的 相对 比值 。 这 就 是 说 ， 波 函数 亚 与 波 函 数 A4 炎 ( .4 为 任 
意 常数 ) 所 描述 的 是 同一 几率 分 布 。 这 是 很 显然 的 ， 因 为 用 
杰 来 描述 时 ， 空 间 某 点 "的 几率 密度 为 | 到 (nm ,+ 上 ， 而 当 用 
4 来 描述 时 ,其 儿 率 密度 为 | 4 上 罗 1(r, ，t ) ,虽然 增加 
| 4 上 信 ， 但 空间 其 他 各 点 的 几率 密度 均 增加 了 | 4 上 倍 ， 也 
就 是 说 ， 在 该 函数 为 罗 与 为 4 亚 的 情况 下 ，r 这 点 的 几率 密 
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记 与 空间 任意 点 r 的 几率 密度 的 比值 是 党 全 相同 的 ， 呈 
HOD EF I AYODOE 
VDE pir, 
全 此 我 们 说 ， 岁 和 4 下 描写 的 是 同一 个 波动 状态 ， 凶 请 壕 的 
是 闻 一 个 玫 素 小， 轩 为 它们 反映 的 是 同一 -个 统计 几 羔 分 布 。 
这 是 几率 波 与 经 肉 波 的 一 个 重要 的 区 别 。 溺 如 将 一 经 典 沙 的 
所 幅 增 肌 一 僧 ， 则 其 相应 的 波 的 能 量 就 将 为 原来 的 并 信 ， 这 
就 不 是 原来 的 状态 ， 而 是 男 一 波动 状态 了 。 
现在 再 米 帝 看 小 陋 数 的 归 一 化 问题 。 
如 果 我 们 把 ( 2-4 ) 的 体积 三 扩 展 到 整个 定向 ， 在 非 
相对 论 征 况 下 ， 由 于 粒子 一 定 要 出 现在 空间 其 处 。 万 以 其 
总 用 率 必 为 1， 纯 


{Cur, ty bdr=1 “2-1) 
电 此 式 我 们 可 得 比例 常数 
C = ， : (2-5) 


ji ven par 
如 仿 呈 (ff) = VCWO,t), 六 将 之 代入 C2-6 人 出 
得 

| | BO dr=1 (2-08) 
我 们 将 (2 -4) 和 (2-6 ) 式 称 为 归 一 化 和 条件， 把 注 是 
《2-6 ) 式 的 波 阔 数 称 为 归 一 化 波 函 数 。 而 将 (2-5 0) 式 
定 出 的 wvC 称 为 归 一 化 因子 。 由 上 述 的 分 析 知 ， 波 函数 和 
VC 图 描述 的 是 同一 个 儿 率 波 ( 即 同一 个 几率 分 布 ) 。 但 用 
扫 一 化 波 函 数 常 使 描述 简 藻 方便 ， 故 在 量子 力学 中 常 采用 。 
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关于 归 一 化 问题 ， 还 须 指 出 两 点 。 其 一 是 ， 归 一 化 的 波 
函数 也 不 只 有 一 个 函数 形式 ， 还 存在 一 个 模 为 1 的 不 确定 的 
因子 se” ( 其 为 实数 ) ， 即 如 g 已 妇 一 化 , 则 er 和 也 是 归 一 化 
的 ， 但 这 并 不 影响 任何 实际 的 物理 结果 。 其 一 是， 并 非 所 有 
的 波 函 数 都 能 按 上 述 方式 归 一 化 ， 如 自由 粒子 的 波 函 数 就 不 
按 上 述 方式 归 一 化 ， 而 且 归 一 化 为 6 函数 ( 8 5-6 及 附录 

。 上 式 妇 一 化 方式 ， 要 求 波 函 数 模 的 平方 | w 上 在 整个 
空间 是 可 积分 的 ， 即 要 求 | | 多 Pdr 等 于 有 限 值 。 


32-2 薛 定 刘 方 程 


一 、 薛 定 词 方程 的 引入 

上 节 我 们 对 描写 微观 粒子 状 坊 的 波 函数 进行 了 阐述 。 尚 
须 进一步 了 解 它 所 遵循 的 变化 规律 ， 从 而 求 得 在 各 种 具体 情 
况 下 运动 的 粒子 的 波 函 数 ， 即 必须 引入 一 个 描述 微观 粒子 的 
运动 规律 的 方程 。1926 年 苹 定 启 提 出 了 这 样 的 方程 ， 他 是 在 
德 布 罗 意 物质 波 的 概念 的 基础 上 ， 借 鉴 力学 及 波动 光学 而 提 
出 来 的 。 应 当 指 出 ， 他 所 提出 的 这 个 描述 粒子 波 粒 二 象 性 的 
波动 方程 ( 亦 称 薛 定 刘 方程 ) 乃 是 量子 力学 的 基本 方程 ， 是 量 
子 力学 的 一 个 基本 假设 ， 它 不 是 由 什么 更 基本 的 假说 推导 出 
来 的 。 它 的 正确 性 ， 象 经 典 力 学 的 牛顿 定律 一 样 ， 只 能 靠 实 
践 来 检验 。 因 此 ， 我 们 现在 也 就 不 必 按 薛 定 请 原来 引 人 的 方 
法 ， 而 按 下 述 方式 引入 。 我 们 先 讨论 描述 一 个 自由 粒子 运动 
的 平面 波 所 应 满足 的 方程 ， 然 后 加 以 补充 、 推 广 ， 而 提出 普 
遍 的 波动 方程 。 

上 节 已 介绍 过 描写 自由 粒子 的 波 函 数 是 : 到 (mt》 
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1 
= EV ( 2-7 ) 


洗 对 (rf ) 求 华 标 窑 量 的 二 济 仿 微 商 


ow | 0? (Bt- pox ~ pyy— pz) 


Bx 7 Ax2" 
p> ?7 
-一 上 (2-8 ) 
五 2 
条理 可 得 
2 -py aU — pz 


下 4642-8) 及 (2-87/) 式 可 得 


ov oy Fv (ps + p+) 


3 Oy? i 3 一 
= -向 - 到 ‘5-09) 
A 5 2 22 Po 
学 人 短 32 十 TY i? V 称 为 拉 普 拉 斯 算 符 ， 出 上 上 式 可 


8 0 ,0 
Be + (eri Br) 


= (C2307 


利用 自由 粒子 的 能 量 和 动量 的 关系 ( 非 相 对 论 的 ): 玉 
=P*/24， 式 中 4 是 粒子 的 质量 。 这 样 ( 2- 9 ”) 式 可 写 为 


hh? ， | 
-rv EY (2-10» 


比较 ( 3 -7 ) 和 ( .2 -10 ) 两 式 ， 不 难得 到 


= vw C 2-11) 


这 就 是 描写 自由 粒子 的 波 函 数 所 应 满足 的 波动 方程 。 

现在 再 考虑 建立 在 力 场 中 运动 的 粒子 的 波动 方程 。 为 此 
先 分 析 一 下 ， 在 引入 (27-15 ) 式 的 过 程 中 的 ( 2-7 ) 和 
(2-97)。 我 们 可 将 此 二 式 每 为 的 


EW = (inB) va PY = CC-ihv). i 


2712) 


式 中 v 是 一 个 算 符 ， 其 ve 刘 十 记 十 2 2 由 2 -12X 


可 着 出 粒子 的 能 量 和 动量 p 和 和 与 作用 在 二 数 上 的 
算 符 ( 1 3) 和 -inmv) 相 当 ， 邯 ， 


Briana or-ihy na) 


并 可 认为 自由 粒子 的 波动 方程 ( 2 -19 ) ， 是 通过 这 两 个 算 


Zu 


ne i i i 和 


符 作 用 到 波 函 数 上 并 用 五 和 p: 的 关系 而 得 到 的 。 现 在 再 借助 
对 应 关系 ( 2 -13 ) ， 来 建立 在 力 场 中 运动 的 粒子 的 波 函 数 
所 应 满足 的 波动 方程 。 设 粒子 在 力 场 中 的 势能 为 U(r ,1)， 
则 粒子 的 总 能 为 ，E = p*/24+ U 。 由 对 应 关系 ( 2 -13 ) ， 


. . (E- Fp) v= i n -2 二 (- iB 9) 


_ :i Ov ， 
in tv Uy 
(2-14> 
即 得 


in hh yap + UY (2-15) 


《2 -15 ) 式 就 是 著名 的 茉 定 户 波 动 方程 ， 亦 称 含 时 间 的 
薪 定 谓 方 程 ， 简 称 苹 动 证 方程 。 它 是 描写 微观 粒子 运动 的 
普遍 规律 的 方程 《 非 相 对 论 的 》; 它 在 量子 力学 中 的 地 位 相 
当 于 经 典 力学 中 的 牛顿 第 二 定律 。 如 给 出 了 微观 粒子 所 处 力 
场 的 势 U 的 具体 形式 ， 只 要 我 们 知道 了 微观 粒子 的 初始 状态 
好 《r，0 )， 那 么 从 原则 上 讲 就 可 通过 求解 其 苹 定 读 方 程 ， 
而 求 出 任意 时 刻 t 的 状态 波 函 数 罗 ( r，+ )。 关 于 此 点 ， 
我 们 将 在 三 、 四 章 中 介绍 。 

二 、 定 恋 芯 定 坦 方程 

在 一 些 实际 问题 中 ， 粒 子 所 处 的 力 场 U 不 随时 间 变 化 ， 
势能 U 不 显 含 时 间 +， 即 可 表 为 VCTr )。 此 时 ,方程 
(2-15 ) 可 用 分 离 变 量 法 求 其 特 解 , 令 特 解 为 (r,t)=yp(r)》 
了 (1t)， 并 将 代入 方程 ( 2 -15 ) ， 经 分 离 变 量 后 ， 可 得 
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ih df(t) _ hn? | 
FD = gr 1 vn Jw 

C2-16) 

.上 式 左 端 只 与 1 有关， 而 右 端 只 与 有 关 ，. 这 只 有 两 边 等 于 

一 与 + 、r 均 无 关 的 常量 时 ， 等 式 才能 成 立 ， 这 样 即 可 得 


/6 dt (2-17) 
-zy -~ BvtU) Jy -=E 
有 昌 前 一 式 ， 得 -ln = iE/h, 进而 可 得 . 
-LEt 
fay~e 1 ， 
- (23-18) 
; 即 可 将 特 解 表 为 : 
-Et | 
wor,ty=Vire 玉 . . (2-19) 
:其 中 9?) 满 足 方程 
五 _ 
ED jy = By ( 2 -20) 
《 2 -20 ) 式 称 为 不 含 时 的 昔 定 刘 方 程 。 党 令 
全 _ hv 
He5 1 VvV:+ U(r) 
(2 -21) 


全称 为 粒子 的 哈密 顿 算 符 ( 符号 “个 ” 表 算 符 ， 关 于 算 符 在 
第 五 章 将 要 较 详细 地 介绍 ) 。 这 样 ， 不 含 时 的 薛 定 词 方程 就 
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可 简单 表 示 为 


By= Ey (2-22》 
而 含 时 的 醉 定 证 方程 也 可 简单 表示 为 
i Dy = 分 到 ， (2-23》 


’ 


由 《 2 -20 ) 式 可 知 ， 力 场 如 与 时 间 无 关 则 与 波 函 ; 


数 z Cr + ) = CT) eriEH/ 了 相应 的 几 事 密度 ，| 到 (3 
i) 上 =19Cr ) 就 与 时 间 无 关 ， 因 -此 就 把 这 种 波 函 数 所 
描写 的 状态 称 为 定 坊 ， 洒 将 个 含 时 的 评定 诸 方 程 ( 2-20 ) 
称 为 定 态 麻 定 志方 和 

三 、 波 函数 的 标准 条 件 ， ， 

至 此 ， 我 们 尚未 说 明 什么 样 的 函数 才能 作为 描写 粒子 状 
rr re 
的 统计 解释 ， 函数 应 该 是 单 值 和 有 限 的 ,因为 在 ! 时 刻 于 任意 
点 处 发 现 粒 子 的 几率 必须 是 一 个 确定 的 有 隧 值 ; 波 函 数 为 
有 限 值 也 是 归 一 化 的 要 求 。 另外 ， 波 函 数 罗 (+ ，+ ) 必须 
满足 苹 定 语 方 程 ， 而 这 个 方程 是 一 个 对 空间 坐标 的 二 阶 偏 微 
分 方程 ， 要 使 对 坐标 的 二 阶 微 商 存在 ， 波 函数 多 本 身 必须 
是 有 限 和 连续 的 ， 并 且 罗 对 坐标 的 一 阶 徽 商 也 必须 是 连续 
的 。 综 上 所 述 ， 波 国 数 至 应 在 变量 Cr，+ ) 变化 的 全 部 范围 
.内 满足 三 个 条 件 ， 单 值 、 有 办 和 连续 ,此 三 个 条 件 称 为 小 函数 
的 标准 条 件 。 在 不 同 的 具体 情况 下 ， 它 还 必须 满足 各 种 相应 
的 边界 条 件 和 归 一 化 夭 件 。 


32-3 ”几率 流 密度 及 粒子 数 守 伍 
泪 定 请 方程 ( 2 -15 ) 描述 了 波 函数 随时 疝 变 化 的 规 


律 。 现 在 我 们 再 来 讨论 粒子 出 现在 一 定 空 间 区 域内 的 几 素 随 
时 间 变 化 的 规律 。 令 描述 粒子 状态 的 波 函 数 为 (TY，t)， 
则 入 几率 密度 也 为 

wort) = Wr ,Wr ,1) 
其 史上 时 间 的 变化 率 为 


OwW(r,t) ra OV OW* _ 
2 ye OF + (2 ) vy (2-24) 


由 莓 定 评 方 程 ( 2-15 ) 及 ( 2 -15 ) 的 复 共 罗 方 程 (注意 势 
雍 是 实数 ， 即 UV =U*)， 即 可 得 


2 hy + lh UV 


Bf 2 i 

op* ih., 1 
到 = 
ot 24 Y 1h 


将 此 二 式 代入 ( 2 -24 ) 式 ， 即 得 


OW) i yey uae 
阿 oi VY Vy:WwW*). 


VV VY) (2-25) 


如 令 
j=- (ev Wy) (2-26) 
则 ( 2 -25 ) 式 可 写 为 : 


我 们 称 j 为 几率 流 密 度 矢量 ，( 2 -27 ) 式 具 有 流体 力学 的 连 
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续 性 方程 的 形式 ， 表 示 所 描述 的 几率 守恒 .为 了 进一步 说 明 } 
及 方程 (< 2-27 ) 的 意义 。 将 ( 2-27 ) 式 对 空间 中 任意 体 
积 斑 求 积 分 ， 并 应 用 高 等 数学 中 的 高 斯 定理 ， 即 可 得 


d i ;, 
mar -| jdr = 中 dS 


= -inds ( 2-28) 
式 中 ds 的 方向 取 巾 面 外 法 线 方 向 ， 其 面积 分 是 对 包围 体积 信 
的 封 闲 面 而 进行 的 。.E 式 左边 表示 单位 时 间 内 体积 广 中 几率 . 
的 增加 量 ， 而 蝶 右 边 则 表示 单位 时 间 从 外 边 通 过 封闭 面 5 年 
流入 (注意 负 号 ! ) 体积 人 内 的 几率 。 其 j 具 有 几率 流 密 度 
矢量 的 意义 ， 即 它 在 S 面 上 的 法 向 分 量 表示 单位 时 间 内 流 过 
S 面 上 单位 面积 的 几率 。 试 举 一 例 以 说 明 j 的 意义 。 设 有 一 其 
有 确定 动量 pg 的 粒子 束 ， 其 波 困 数 均 为 


i par Fl) ( 2-29) 
Wr,t) = Ael 
为 一 常数 ， 则 由 ( 2 ~26 ) 式 可 得 
j=mP =wy (2-30 ) 
u 


式 中 Y 为 粒子 速度 ， 忆 为 其 几率 密度 。( 2 -30 ) 式 中 的 j 显 
然 下 示 访 粒子 束 的 几率 流 密 度 。 如 将 ( 2-30 ) 式 代入 
(2-28 ) 式 ， 则 式 之 右 端 即 为 


-中 j"ds= -中 fv 。dS 
Ss S 


显然 就 表示 流入 闲 合 曲面 S$ 内 的 几率 。 
则 
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i 


(ber— Et) 
0 ={ pi neh 


i Et) 

J eren ] 
1 (pr Et 了 (per 一 五 

-om [oa 0 ) 

= 
没 时 巴 就 换 为 粒子 数 密度 p 了 ， 则 其 j 就 表示 粒子 流 密度 ， 
其 为 ] = w=pv。 如 果 在 p 前 磋 上 一 个 粒子 的 质量 L ,并 以 
Qu =Hp 表 示 质 量 密度 ， 如 在 p 前 乘 上 一 个 粒子 的 电量 q ， 
则 此 po, = gp 就 表示 电 密 度 ， 而 其 相应 的 js。 = 4j 就 表示 质量 流 


密度 矢量 ,js = qj 就 表示 电流 密度 矢量 。 用 pn、Pe 代 赫 w ,而 
用 jj 代替 j ,我们 不 难得 到 与 (2-27 ) 式 相应 的 连续 性 方程 


op ， _ 

站 +V"j= 0 ( 2-31) 
表示 质量 守恒 ; 

0。 | = 一 | 一 

3 + 0 ( 2-32) 
表示 电荷 守恒 。 


从 上 述 讨论 可 以 看 出 ， 如 波 函 数 玉 描述 的 是 许多 粒子 的 
状态 ， 则 ww = 交 * 风 即 可 表示 粒子 密度 ， 在 此 情况 下 (2 -28) 
式 即 表示 粒子 数 和 守恒 。 当然 ， 在 允 . 只 描述 一 个 粒子 的 状态 
时，Z* 允 就 只 有 几率 的 意义 。 如 将 表述 几率 守恒 ( 或 粒子 
数 和 守重 ) 的 积分 式 ( 2 -28 ) 中 的 积分 区 域 忆 扩展 到 整个 空 
词 ， 则 还 可 看 出 另外 的 意义 。 此 时 太一 co ， 而 人 2 -28) 丰 
庙 的 面积 分 必 将 为 零 ， 由 于 粒子 只 存在 于 有 限 空间 ， 故 可 假 
定 无 限 远 处 的 罗 为 零 。 这 样 即 得 
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df 
S| wdr=0 (2-33 ) 


即 粒子 出 现在 全 空间 的 总 几率 (或 粒子 数 ) 不 随时 间 变 化 ， 妈 
几率 (或 朱子 数 ) 守恒 。 由 上 式 还 可 得 | WW*Wdr = 常数 ， 
此 表示 波 玖 数 的 归 一 化 与 时 间 无 关 ， 即 在 初始 时 刻 如 波 基 
数 已 归 一 化 了 ， 则 在 以 后 任何 时 刻 都 是 归 一 化 的 。 

几率 〈 或 粒子 数 ) 守恒 是 放 定 请 方程 的 一 个 推论 ， 而 帮 
定 证 方程 是 非 相对 论 的 ， 此 即 表示 ， 在 非 相 对 论 情况 下 粒子 
的 几率 《 或 粒子 数 ) 是 守恒 的 ， 即 粒子 不 会 有 产生 或 泽 灭 
的 说 钱 。 

小 结 

不 章 主要 益 述 了 以 下 内 容 ; 

一 、 波 函数 的 几率 解释 

1 ， 刘 于 微观 粒子 具有 波 粒 二 象 性 ， 故 不 能 用 经 典 力学 
的 方法 求 描述 其 运动 状态 。 微 观 粒子 的 运动 状态 必须 用 波 函 
数 罗 来 描写 。 

2 ,粒子 的 波动 性 按 狐 恩 的 解释 ， 乃 是 统计 几率 性 的 反 
映 。 撕 写 粒子 状态 的 波 函 数 轨 就 反映 了 这 个 统计 几率 性， 
即 ，| 用 (mp + 》]dr 与 {时刻 在 空间 [处 附近 的 体 元 dr 内 发 现 
粒子 的 儿 率 成 正比 。 按 此 解释 ， 罗 与 C 罗 描述 了 粒子 的 同一 
儿 六 分布 《 即 疗 一 状态 ) 。 

3 。 波 函数 的 归 一 化 条 件 : 有 1Gr, +) Pdr = 1 。 
对 于 归 一 化 的 到 来 说 ， 其 取 ?天 几 素 密度 。 

二 、 描 述 微观 粒子 这 动 规律 的 方 程 一 一 莓 定 详 方 程 : 
i VU 入 哈密 顿 算 符 臣 
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= ( -220Va+U 后 ， 此 方程 可 简单 表示 为 ih 名 


= Hy . 


. 二 Et 
当 U 不 显 含 时 间 t 时 ， 其 (r,t ) = 内 TD)e ， 此 


y (r) 满 足 定 态 群 定 齐 方 程 ， 盘 yn = EY r )。 
波 函 数 的 标准 条 件 为 单 值 、 有 界 、 连 续 。 . 
三 、 由 评定 鹿 方 程 可 以 推 得 ,粒子 的 几率 密度 ww = 多 se 多 


与 儿 素 流 密度 矢量 ] 应 满足 方程 -4 0。 此 方程 
表示 几率 守恒 。 
习 题 
V2-1 设 粒子 的 波 函 数 为 (x，Yy，2)， 求 在 ( x， 
% +dx) 范 围 内 发 现 粒子 的 几率 。 
Ww2 -2 设 在 球 裤 坐标 系 中 粒子 的 波 冰 数 可 表 为 : gr， 
b，9)。 试 表 出 在 球 壳 (人 r，r+dr) 中 找到 粕 子 的 几率 。 
“2 -3 设 作 一 维 运动 的 粒子 的 泪 函 数 可 表 为 : 
AXa—-%) ，0<Y<as 
yCx)={ 
| 0 9 *<0, %>a。 
试 求 归 一 化 常数 A4? 粒子 在 何 处 的 几率 最 大 ? 
2-4 沿 直线 运动 的 粒子 的 让 函数 YW(%) = 党。 
(1 ) 试 将 力 归 一 化 ,( 2 ) 融 出 几率 分 布 出 级 ,C3 ) 在 何 处 最 时 
发 现 粒子 ， 而 该 处 的 几率 密度 为 何 ? | 
“2-5 作 一 维 运动 的 粒子 处 在 
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-5 orit/2 
Yt) = { Axe e (YX 之 0) 
- 0 


CX<0) 

的 状态 中 ， 其 中 44 汪 0。(1 ) 将 此 波 函 数 归 一 化 ， 试 说 明 如 
其 在 1 =0 时 刻 归 一 化 了 ,那么 在 以 后 的 任何 时 刻 都 是 归 一 化 
的 。( 2 ) 粒 子 的 几率 分 布 函数 为 何 ? 

SO2-6 如 在 势能 UCr) 上 加 一 常数 ， 则 其 薛 定 谐 方程 的 
定 态 解 将 如 何 变化 ? 试 说 明 此 变化 后 为 何不 能 观察 到 (选择 
无 穿 远 处 的 [为 零 ) 。 

Q@ 2-7 一 系统 由 两 粒子 所 组 成 ， 以致 其 定 态 波 函数 
蕊 (risra ) 是 每 个 粒子 坐标 的 函 救 。 关 儿 素 乱 天 为 低 ? 轩 出 闫 全 


时 薛 定 评 方 程 。 Ee ~ 
VY2 -8 指 晶 下列 的 四 所 描写 的 状态 是 天 为 定 态 ; 
(ix—ipt) (-ix-iFt), 


(1) Wlx,+t)= u(x)e +v(X)e 


(2) W(X,t) = 经 ee 


), (EirE,)s 
(3) Wxst) =u x eiEt eiEt, 
人 BY2-9 设 风 (rt 和 到 (Cry 妇 是 功 定 谓 方 程 


ov hz 
1 一 on VY +UC VY 


的 两 个 解 。 证 明 | Wi*Wsdr 与 时 间 无 关 。 


V 2-10 设 一 维 粒 子 的 波 函数 为 el&X， 和 粒子 质量 为 ! ， 
试 求 其 几率 流 密度 。 

v 2-11 设 有 大 量 作 三 维 运 动 的 电子 ， 其 波 函 数 为 
了 6 hr ， 求 电流 密度 。 
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串 -12 证 明 从 单 粒 子 的 薛 定 兽 方程 得 出 的 糙 子 速度 场 是 
非 旋 的 ， 即 或 证 Vxy= 0， 其 中 速度 vV=j/ p » Pp =W*YV, 
j 是 几率 流 密度 矢量 。 


第 三 章 一 维 定 态 问题 及 实例 


上 章 我 们 闸 述 了 波 溯 数 的 物理 意义 ， 并 引入 了 苹 定 庙 方 
程 。 但 要 进一步 了 解 微观 粒子 在 具体 情况 下 的 性 质 ， 就 需要 
解 出 其 相应 的 薛 定 评 方程 ， 一 般 说 来 这 是 较 困 难 的 。 本 章 讨 
论 最 简单 的 一 类 问题 ， 即 一 维 定 态 问题 。 通 过 对 一 维 问题 的 
处 理 ,使 我 们 能 了 解 微观 粒子 的 一 些 量子 性 质 ,并 能 对 章 定 请 
方程 的 应 用 及 求解 过 程 有 一 初步 的 认识 。 本 章 还 将 介绍 一 维 
定 态 问题 在 固体 物理 中 的 一 些 实例 。 现 先 概述 一 下 一 维 运 动 

设 一 质量 为 x 的 粒子 ， 沿 x 轴 运 动 ， 其 所 处 势 场 不 随时 
间 变 化 ， 故 势能 表 为 F(x ) 。 此 粒子 的 状态 波 函 数 罗 (x ， 


-iEt/h 


t)= yx)e ， 其 bg(x ) 满 足 一 维 定 态 醉 定语 方程 


2 
(- 六 V(r) J x) = Ey) 


(3-1) 
下 面 将 据 波 函数 的 标准 条 件 及 具体 问题 中 的 边界 条 件 ， 对 方 
程 (3-1) 求 解 。 
$3-1 一 维 无 限 深 势 阱 及 金属 中 
的 自由 粒子 模型 
一 质量 为 /的 粒子 在 下 述 势 场 U( x ) 中 运动 ， 
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LOz)=0，0<x<a ( 阱 内 ) 
U(x)=co 之 0，x >a ( 阱 外 ) 

此 势 场 如 图 3- 所 示 ， 其 形似 隋 ， 故 称 势 讲 。 阱 外 其 势 为 无 
限 大 ， 粒子 厌 根 本 不 能 在 阱 外 运动 ， 即 在 阱 外 波 国 数 风 > 
= 0， 粒子 被 束缚 在 阱 内 。 这 个 “无 限 深 ” 势 阱 可 以 近似 
描写 金属 中 自由 电子 所 处 的 势 场 。 众 所 周知 ， 金 属 中 的 原子 
〈 离子 ) 是 规则 地 排 布 的 ， 其 内 的 价 电子 就 在 这 周期 性 排 布 
.结构 中 运动 。 金 属 晶 格 上 的 离子 所 形成 的 势 场 U 必 随 位 置 而 
周期 变化 ， 仅 在 金属 表面 处 其 势能 急剧 增高 ， 阻 碍 价 电子 脱 
出 金属 。 金 属 的 价 电子 在 这 种 周期 势 场 中 运动 的 情况 将 在 第 
三 篇 讨论 。 现 考虑 一 简化 模型 , 即 认为 份 电子 不 受 品 格 上 离子 
的 作用 ， 而 能 在 金属 内 自 
由 运动 ， 故 称 自由 电子 。 人 ， 
在 不 计 及 电子 个 互 碰撞 并 | | 
仅 基 虑 一 维 的 情况 下 ， 如 | | 
取 金 属 两 表面 的 位 置 为 0 
及 a ， 在 两 表面 处 的 势能 
甚 高 ， 电子 极 难 脱 出 金 
属 。 这 冬 , 即 可 认为 金属 中 
之 自由 电子 是 在 上 述 无 限 
深 势 午 中 运动 的 。 人 金属 自 
由 电子 模型 虽 很 粗略 ， 但 0 a 四 
对 金属 的 导电 性 、 导 热 性 疼 3-! 
及 顺 破 性 等 问题 的 解释 上 仍 很 有 效 。 

现 按 下 述 步 又 讨论 粒子 在 此 势 阱 中 的 运动 。 

首先 写 出 势 际 内 的 定 态 疙 定 刘 方 程 。 由 于 蹲 内 的 LTFCx 》 
= 0 ， 故 定 态 苹 定 向 方 程 写 为 
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2 2 dy 


of do 


= Ey (3-2) 


令 R=v 2 五 /五 ， 则 常 微分 方程 ( 3-2 ) 的 解 可 表 为 
P= Asinkx + Beoskx (3-3) 

、 马 是 舍 定 常数 。 

再 据 淡 函数 的 标准 条 件 及 归 一 化 条 件 ， 而 定 出 通 解 
(3-3) 忒 市 的 常数 。 . 

上 面 讲 过 ,在 阱 外 的 %) = 0。 由 于 波 .函数 的 连续 性 要 求 ， 
敖 在 势 阱 边界 上 的 波 函 数 亦 应 为 零 ， 即 (0 )=y(a) = 0 。 
再 据 (3-3)， 即 得 


(0)=Bcos0 =B=0 (3-4) 

pa) = Asinka + Becoska= 0 (3-5) 
联 立 上 两 式 ， 即 得 

B=0, Asinka= 0 (3-6 ) 
由 于 在 阱 内 不 恒 为 零 ， 砍 4 0 ， 这 禅 | 

sinka= 0 | (3-6 ) 
由 《3-6  ) 式 即 可 知 k 须 满足 下 式 

ha=nz (n=1,2,3.) 《3-7) 


(Cn = 0 给 出 y= 0， 无 意义 ， 故 舍 去 ) 。 
即 得 粒子 的 波 函 数 ， 为 
Hx)=Asin Tx (0O<x<a ) C3-8) 
Wx)=0 (so #0) (3-9 ) 
由 于 上 = VBE/ 二， 则 从 (3-7 或 可 知 ， 粒子 能 
量 E 不 能 任意 取 值 ， 只 能 取 下 述 分 立 能 值 
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2 
E=E,= hn n? (n=1,2,3,%) (3-10) 


这 就 是 说 ， 被 束缚 在 势 阱 内 运动 的 粒子 其 能 量 是 量子 化 的 。 
这 一 结果 是 求解 套 定 油 方 程 而 自然 得 出 的 ， 不 象 旧 量 子 论 是 
靠 入 为 的 假设 。 
3-8 ) 式 中 的 常数 了， 由 归 一 化 系 件 得 出 
人 pax=| | sn | dz- 1 
可 得 | 4,1*= 2/a， 取 
_ /2 
A, V/ 
则 得 归 一 化 的 波 函 数 为 
WiCx = 站 2sinrx Cn=1,2,3,")( 3-11) 
a a 
被 束缚 在 势 阱 中 运动 的 粒子 的 状态 即 由 此 式 描述 。 当 
取 n = 1 时 ， 其 状态 波 函 数 为 Y 2sinz x ， 其 相应 的 能 
量 为 = mm 12ua2， 为 最 小 允许 能 量 ， 此 时 之 状态 称 
为 基态 。 ”= 2 时， 其 状 态 流 函数 为 /3sin 积 x ， 其 相应 
能 量 为 ,= 4r2n /2H0z, 称 为 第 一 激发 态 。m = 有 +1 


了 时， 其 态 为 第 激发 胡 ， 其 能 量 E i = (+ 1 nh’ 
/ 210?。 
这 笠 ， 其 含 时 的 定 态 波 冰 数 到 。 Cx 小 可 表 为 


W(x st) = Vals sin® sxe ) nl) 
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由 此 即 得 ， 能 量 为 ,的 粒子 在 阱 内 的 几率 密度 为 
| 到 ,12 = V2 = Sin x ( 3-13 > 


应 指出 ， 在 实际 问题 中 不 会 有 无 限 大 势能 ， 如 金属 表面 
上 的 势能 虽 其 大 于 内 部 势能 ， 但 仍 是 有 限 的 〈《 即 8 1-2 中 所 
述 的 脱出 功 ) ， 改 无 限 深 势 味 只 能 作为 此 类 劳 场 的 近似 模 
写 。 下 面 我 们 就 来 讨论 ， 其 阱 边 的 势能 为 有 限 值 的 所 谓 一 
维 有 限 方 势 阱 问题 。 


$3-2 一 维 有 限 深 方 势 了 


取 一 维 有 限 深 方 势 阱 


U(x)=U, 
(| % |]>>4a) 
U(Cx)=0 
(| XI 二 aa) 
式 中 U6, 为 常量 (如 图 
3-2)。 
先 写 出 各 区 闻 的 定 态 
其 定 请 方程 


dy ,24E 
+ y=0 dxI<o) (3-147 


dy $A Us- EW= 0 (Cxl>a) ( 3-15> 
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现 讨论 在 五 < CQ 情况 下 方程 的 解 。 取 


局 = 2 Ri 2 (UE) (3-16) 


则 ( 3 -14 ) 的 通 解 为 = Bcoskx + Csingx，( 3-15 ) 的 通 - 
解 为 g= -4e2 +De 0 ， 当 | x | 一 0 时 ,应 有 Ww-> 0 ， 故 得 


{ Ae” -co x-g 
» -| Beoshx +Csinkx <a (2-17) 
\ De Th” aa<< yy 所 co 


其 中 培 、 刀 、C 及 万 待定 。 
在 势 阱 边界 x = 十。 处 ， 乡 和 他 应 连续 ， 即 有 


-及 cosha - Csinka = Ae hi° 

kBsinka — kCcoska = ki Ae™ 1° 
: Beoska + Csinka = De hi (3-18) 
. — kBsinka + khCcoska = — RDe™ se 


这 是 关于 4、B 、C 、D 的 线性 齐 次 代数 方程 组 ， 具 有 非 零 
解 的 条 件 为 系数 行列 式 为 零 ， 将 行 列 式 展开 并 经 化 简 后 可 得 
下 列 条 件 1 _ 

Rtgha=h ( 3 -19) 

Retgha= — hk ( 3-20) 
铵 及 &. 均 含 E， 故 上 两 式 就 限定 了 2 的 取 值 ,上 必须 满足 这 
项 个 超越 方程 中 的 任意 一 个 ,而 不 能 任意 取 值 ,用 数值 计算 法 
或 图 解法 求解 两 方程 可 确定 能 量 已 。 现 简 述 一 下 图 解法 确定 
上 上 的 问题 。 

为 简便 计 ， 令 6 = Rao，7 =Aio， 即 有 


E202 =- Ua? ( 3 -21) 
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渣 (2-19)、(〈2-20 ) 可 改写 为 

7 =étgs ( 3-19 ) 

7 = -éctgé ( 3-20 ) 
以 7 为 纵 坐 标 ，5 为 横 
人 惟 标 ， 国 9、 上: 艾 为 正 
数 ， 故 上 三 式 的 曲线 
图 形 限 于 第 一 象限 。 
(3-21 ) 的 圆 与 4 3 
-19/ ) 或 (3-20′ ) 确 
的 曲线 的 交点 即 可 式 
洁 出 允许 能 值 。 交 点 
的 数目 就 是 允许 能 值 
的 数目 ， 此 取决 于 六 
半径 大 小 ， 即 决定 于 
-oa 的 大 小 。 当 [Jo 图 3-3 


2 -Re Fa Ms 
二 mh”/84 时 ， 有 一 个 交点 ， 有 一 个 能 值 情 ; 当 


0 工 x 3 
2 1 


2 有 /84Uoa? 过 4r*h ?18n 时 ， 有 两 交点 ， 有 两 能 值 ， 当 
4 和 /84 <Uoa: < gr2h /84 有 时 有 三 个 交点 ， 共 三 个 能 


值 。 可 见 其 能 值 是 分 立 的 。 现 在 再 来 讨论 波 函 数 的 情况 。 
当 粒 予 的 能 量 亡 满 足 ( 3 -20 ) 时 ， 由 方程 组 ( 3-18 ) 
可 得 D=Cemrsinka = 一 4 ， 刀 = 0; 其 相应 的 波 函 数 为 


Aeris | | -oo<w<-a 
内 =: — Ae- hcschasinkx Ix| < 之 a 
\ 一 er » 6G<<Y<co 
( 3-22) 
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当 粒 子 的 能 量 上 满足 ( 3 -19 ) 时 ， 由 方程 组 ( 3 -18 》 
可 得 万 = Peii® coska =4，C= 0; 其 相应 的 波 函 数 为 


: Aer1* -co<%<-0a 
=, Ae-kirsechacoshx Ix| < 过 a ( 3-23) 
° Ae hk1* G<CX<< oo 


在 《3-22) 和 (3-23 ) 中 的 4 几 归 一 化 条 件 确 定 。 从 上 面 的 
(3-22) 及 (3-23 ) 可 看 出 ， 当 x 换 为 -x 肝 。( 3-22 ) 
的 % 要 变 为 -%(C 即 4(-x)= 一 ¥(x))， 将 之 称 为 奇 宇 称 波 
函数 ， 而 当 x 换 为 -x 时 ，(3-23 ) 的 不 变 ( 即 y( 一 x ) 
=%xX) )， 将 之 称 为 偶 字 称 波 通 数 。 

上 述 讨 论 均 基 于 <U ,的 情况 ， 现 对 已 >D 的 情况 进 - 
行 讨论 , 因 E>U, , 玖 令 =24: (E- Uo)/h >0， 则 


定 态 莓 定 请 方程 的 通 解 为 


| MeilaX + dreTiR -co<y < 
y _ PeiRx Bre-!ik? |x (< ao 
Ceipax 上 CeriRax GC<xX< co 
( 3-24) 


如 无 另外 附加 假定 ,( 3 -24 ) 中 包含 六 个 待定 常数 。 而 由 yp 和 
“和 在 = + a 处 的 连续 条 件 及 一 个 归 一 化 条 件 ， 因 此 五 个 条 
件 实 无 法 完全 确定 这 六 个 待定 常数 ， 这 样式 中 之 h 及 和 就 不 
受 任何 限制 ， 这 样 互 就 可 取 大 于 Le 的 任何 值 。 它 们 构成 连续 
谱 , 我 们 在 讨论 互 <U 的 情况 时 知 ,粒子 在 巨 <Us 的 情况 下 
能 量 只 能 取 一 些 分 立信 。 其 滤 函 数 在 -> 土 co 时 很 快 地 趋 于 
涛 ， 粒子 始 终 在 势 场 作用 范围 内 运动 。 我 们 将 粒子 的 这 种 运 
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动 状 态 称 为 束缚 态 。 而 在 瑟 二 U 时 粒子 的 能 量 可 以 连续 取 
伍 ， 我 们 由 《3~24 ) 看 出 其 波 呆 数 虽然 是 有 界 的 ， 但 在 X 一 
二 co 时 ，4#9 不 趋 于 零 ， 我 们 称 此 状态 为 非 束 缚 态 。 


$3-3 势 色 贯穿 及 金属 电子 的 冷 发 射 
如 一 维 势 场 可 由 为 

U(X) =U。 (0<x<a) 

U(x)=0 (x<0, x> 4a) 

我 们 称 此 势 为 方形 势 又 ( 图 3-4 ) 。 今 有 能 量 为 E 的 粒子 由 
势必 方 ( x < 0 射 向 执 台 。 挝 按 经 典 力学 的 观点 ， 只 有 能 
量 : 刀 >U 的 粒子 才能 越过 势 爸 而 运动 到 xx>c 的 区 域 : 
车 巨 <Vo 的 粒子 ， 则 不 能 进入 势 垒 ， 必 在 势 垒 左边 缘 处 ( x 
= 0 ) 被 弹 回 。 但 在 量子 力学 中 ， 情况 却 大 不 一样。 五 
< 的 粒子 可 能 穿 过 势 垒 而 
进入 x a 的 区 域 ;玉生 06 的 
粒子 也 会 在 x = 0 处 被 势 又 弹 
回去 。 我 们 主要 讨论 琅 <U6o 的 ， 
情况 ， 至 于 已 >D7 的 情况 ， 从 
方法 上 讲 与 之 类 似 故 上 略 提 及 。 
为 方便 计 ， 将 一 一 维 空间 分 为 三 
区 域 ，x < 0 为 IT 区 ;0<x 二 
4 为 了 区》 %> a 沪 下 区 多 
寺 论 瑟 <Ui 的 情 将 。 
工区 的 定 芒 天 定 诅 方 程 
_n’ dy=Ey 

24 dx 
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令 &3= 24E/B*， 上 方程 家 为 


d? fn ， ~ 
村 训 + 幅 = 0 《 3 -25} 


(3-25) 的 通 解 为 p1 = 4ei + Re , 乘 上 时 间 风 子 后 即 得 1 
E /EF 
~ fk,y -i 了 +h 
区 之 定 态 波 函 数 为 4e i ) ,pe (> ) 
其 前 项 表 从 左 河 右 传 播 的 小 《 入 射 波 〉， 而 后 一 项 表 从 在 
向 左 传播 的 波 ( 在 工区 即 为 反射 波 ) 。 
了 区 (〈 势 垒 内 ) 的 定 态 其 定 讶 方程 
Bh” dy 本 
-oy dar 十 世人 = 五 网 
令 P3= 2U(Uu- 巨 )/ 卫 ， 上 方 称 表 为 
hiy=0 (3-26» 
其 通 解 为 pI = Ber* + Ce 5， 为 实数 。 
亚 区 前 定 态 薛 定 请 方 各 与 工区 相同 ， 为 


hp= 0 (3 -25/ ) 


其 通 解 表 为 1 = de + Tel , 乘 上 时 间 因子 e 1/ 3 
后 ， 其 前 一 项 表示 在 下 区 内 从 左 到 右 射 向 势 驶 的 波 。 而 我 们 
现在 只 研究 在 区 从 左 到 右 射 疝 势 又 的 粒子 ， 而 不 考虑 下 区 
从 右 射 向 旁 杀 的 粒子 , 故 .4 = 0., 即 不 考虑 此 入 射流 。 其 后 一 
下 下 示 从 左 向 右 传播 的 波 ， 在 下 区 此 为 透射 波 。 这 样 》 幼 贡 
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= Te 。 现 据 p(X) 及 其 对 x 的 一 阶 导数 p(x ) 在 势 全 
边界 处 的 连续 条 件 ， 来 定 出 透射 系数 了 。 
在 x = 0 处 ， 由 于 $IC(0)=$1(0) ,$1 (0)=y4 (0) 
呈 ! 短 
A+R=3+C 《3-27》 
ig(A— R)=Rk,(P~C) (3-28》 
在 守 二 处， 由 于 %I(2) 一 区 27， 交合 《C) =pI(@)， 
国王 tik Bet Re 4 Ce -hk,a : (3_29 ) 
ia Teikio -= pl Be Ra Ce) (3-30) 
钥 上 述 ( 3-27) 一 《 3-30 ) 这 四 个 方程 可 得 


4ik! ks, A A _ 
1 = (1:2 + ik1) 2e™ 一 Rao 2 (名 一 ik Ye ,kao ( 3-31 > 


由 第 二 章 给 出 的 几率 流 密 度 公式 j= 一 a Cy’ po )» 


极 易 算出 入 射 波及 透射 波 的 几率 流 密 度 为 - 
，- kih ra Rh 
i 1 | 4， ) 透 2 | 7 


我 们 定义 透射 系数 为 ~ jp/j 注 ;由 (3-31) 得 : 


Ds=. 6KIKE . 
A hI+ hi) 《ee 一 SA 


全 
.tC 3-32) 
由 《35-32) 可 知 D> 0， 此 妈 培 明 在 粒子 能 量 巨 <77。 的 情况 


下 ， 粒子 也 能 家 透 势 又 ， 此 现象 多 为 隧道 效应 ， 它 是 个 粒 
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了 -的 波动 性 引起 的 。 即 使 在 势 至 较 高 、 较 宽 时 ，D 仍 不 会 为 
零 。 此 时 8 和 20 泡 1， 巨 Uo， 则 esa: 污 c ta， 即 有 


站 = 16k3 he 2k 万 VB FE Ya 


(玉生 十 hk2)? " 
( 3-33) 
D, __ 16k?Tk} es . 
式 中 CR 二 再 到 0 此 式 说 明 在 ,4a 污 1 的 外 车 视 下 , 仍 


有 罕 透 势 对 的 可 能 性 。 对 于 任意 形状 的 势 殖 ( 即 势 为 D(X))， 
我 们 可 将 ( 3 -33 ) 式 加 以 推广 ， 得 
De 

此 式 表 能 量 为 的 粒子 由 *%; 处 入 射 在 X%; 处 离开 势 合 之 透射 系 
数 。 

隧道 效应 在 固体 物理 、 核 物理 、 天 体 物 理 及 超导体 等 诸 
多 方面 均 有 重要 应 用 。 现 仅 用 它 对 金属 电子 冷 发 射 的 问题 进 
行 一 下 讨论 。 冷 发 射 不 是 靠 提 高 金属 温度 ， 以 使 电子 获得 较 
高 能 量 而 脱离 金属 ( 此 为 热电 子 发 射 ) ， 冷 发 射 是 在 金属 上 
加 一 电场 ， 在 此 电场 的 作用 下 使 电子 脱离 金属 而 形成 电流 。 
现 假设 加 一 个 指向 金属 表面 的 电场 名, 因此 电子 的 总 势能 
VCx)= Ue 多 %, Uo 由 金属 脱出 功 决定 。 现 可 根据 (3-34 ) 
式 ， 算 出 能 量 为 E 的 电子 克服 此 势 侄 而 脱出 金 里 的 透射 系数 
. 吃 ， 而 冷 发 射电 流 了 显然 应 焉 比 于 D， 而 DD 为 . 


-名 | /on(U(x) -EY dx (3-35) 


oe 朗 % = 0 -而 % 由 [eg = 已 定 
挡 ， 即 X= (U6 )/é ,eo 为 电子 电量 。 将 这 些 量 代入 
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《 3-35 ) 式 ， 即 得 透射 系数 已 


24 一 天 六 全 8 
3 ech | 2 
D= De ? = De 
(3-36 
ao 为 与 脱出 功 有 关 的 一 个 恒 量 ,由 上 式 可 得 冷 发 射电 流 7 
_B, 


xe 多 ， 此 为 实验 所 证 实 。 

现 对 已 >LVo 的 情况 再 略 加 说 明 。 此 时 上 述 的 8 为 虚数 ， 
如 令 Rs = w24(E -LU / 五 ， 则 &: = iRs。 这 样 ， 前 面 的 方 - 
程 及 解法 仍 成 立 ， 只 需 将 忆 换 为 iRs， 即 可 得 工区 域 %T 的 尺 ， 
并 进而 算得 

IR 2= (Ri 一 ks) ?sinksa » A 
(RZ— pk2): isin*ksa 十 Ap23p 
说 明 此 时 粒子 并 非 一 定 越过 势 人 至 而 进入 五 区 ， 它 们 有 被 势 垒 : 
壁 反 射 回去 的 可 能 性 。 


$3-! 一 维 谐 振子 


#0 (3-37) 


如 质量 为 4 的 粒子 ， 处 于 U(x) = posxz 的 势 场 中 作 一 
维 运动 ， 就 称 它 为 一 维 谐振 子 ， 其 中 为 振子 的 固有 频 
率 。 许 多 在 某 一 平衡 位 置 附近 作 往 复 运动 的 实际 体系 ， 均 可 
近似 地 看 作 谐振 子 。 因 此 谐振 子 问题 。 在 分 子 振动 、 晶 格 振 
动 和 辐射 场 振动 等 诸多 方面 的 研究 上 都 极为 重要 。 下 面 我 们 . 
用 汞 定 诺 方 程 来 处 理 这 一 问题 。 

首先 写 出 一 维 谐振 子 的 定 态 酝 定 油 方程 


47. 


(- 了 


1 oaxa - 
2 ) v= Ey ( 3 -38) 


为 方便 起 见 ， 引 入 变量 8 及 参数 4 


一 有 一 2E 
Es=ax, 其 a N io/hs 4 = Pa 


( 3-39) 
这 样 ， 方程 (3-38 ) 可 形 为 
2 
和 0 + A EpE) =0 ( 3-40) 


这 是 一 个 变 系数 二 阶 常 微分 方程 。 当 E 很 大 时 ,4 区 57 可 从 
( 3-40 ) 中 赂 去 ， 即 在 上 >~ 土 co 时， 有 


Ei Ey = 0 ( 3-41> 


不 难看 出 。 2 ”是 方程 (3-41 ) 的 浙 近 解 。 但 由 于 长 |>oo 
+ le2 
时 e 2 ->co， 根 据 波 函 数 的 标准 条 件 ， 此 解 必须 会 去 ， 
1 上 2 1] =， 

_ 1 - 18， 
而 只 能 取 e。 2 的 形式 。 如 我 们 将 yg=e 2 作为 方程 
《3-40) 的 一 个 特 解 ， 将 之 代入 (3-40 ) 即 有 

,6 -和 _ 5? 
A 2 +(A-é)e =—(1-&)e 2 

£2 

+lA-&2)e 2=0 


国志 
北 为 .让 等 式 ， 收 和 = 1 。 这 就 是 说 ， 当 4 取 e 2 时 ， 据 
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《3-39 ) ， 其 相应 的 能 量 应 为 


= 3 98o= ho ( 3-42) 


将 此 特 解 表 为 如 =e-“?， 代 入 ( 3-40 ) 得 一 恒等式 ， 对 
之 取 的 导数 ( 用 / 表 此 导数 ) ， 即 得 
[yo +[(1 -Ep 0 


注意 到 如 = -Ee-?/ = -&y,， 上 式 即 可 表 为 

J + -6°)ph= 0 ( 3-43) 
此 式 表明 ， 当 1 = 3 有 时， 前 = -se-2/ 仍 是 (3-40 ) 的 
一 个 解 ， 将 之 表 为 p; ， 其 相应 的 能 量 为 


E=- Sno=(1+3)ho 


沿用 上 述 方法 ， 尚 可 得 到 当 4 = 5 ( 即 E= (2 + 二)n 。) 


时 ， 有 此 方程 C 3-40 ) 的 一 个 解 轴 ， 其 为 
. _ 1¢2 - 
pa= (20+) = R21)e 2 (3-44) 


用 此 法 继续 作 下 去 ,还 能 得 到 另外 的 一 些 解 ,不 过 就 从 上 述 讨 
论 ， 我 们 大 致 可 看 出 ， 谐 振子 的 能 量 只 能 取 如 下 分 立 值 ， 其 
为 
Es= (ntl)ho Cn=01,2,%) (3-45) 
其 相应 的 波 函 数 应 为 
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46 
pr = (二 的 和 次 多 项 式 ) xe 2 
式 中 所 述 之 的 7 次 多 项 式 被 称 为 厄 密 多 项 式 间 ,( 二 )。 上 
述 方法 是 较 粗 上 略 的 , 且 用 此 法 很 难得 到 较 高 级 次 的 厄 密 多 项 
式 ( 如 Hs(& ) 、Hs( 6 )) 的 具体 形式 。 在 附录 一 中 用 更 严 
密 的 方法 ， 求 出 JH,( 6 )， 并 进而 求 得 了 谐振 子 的 归 一 化 
波 函 数 ， 其 为 
CQ2Y2 
p(X) = Nie 2 Haxz) (Cn =0,1,2,.) 
( 3-47) 
式 he=v Ww/h, N, 为 妇 一 化 因子 ,Hi(ax ) 为 厄 密 多 项 
式 ， 其 其 体形 式 为 
加 a 1 72 
N, = (zai ] ? 


H,(ax) =(C -1)"e 


ee 
d(ax)” 
在 到 ,状态 下 谐振 子 的 能 量 即 ( 3-45 ) 所 示 的 EE，。 
由 上 述 内 容 ， 我 们 可 以 得 出 如 下 儿 点 : 
1。 谐振 子 的 能 量 是 量子 化 的 ， 这 是 求解 其 藤 定 这 方 程 
而 自然 得 出 的 ， 不 人 象 归 量子 论 那 样 纯 属 人 为 的 假定 。 并 且 ， 


两 相 邻 能 级 间 的 间隔 均 为 h w , 即 谐振 子 能 级 是 均匀 分 布 的 。 
2。 不 同 的 状态 有 不 同 的 能 量 ， 即 不 同 的 波 函 数 对 应 着 
不 同 的 能 量 。 当 2 = 0 时 ， 其 波 国 数 为 % 一 一 基态 ， 相 应 的 


能 量 Eo 为 了 ho， nn = 1 了 时， 为 一 一 第 一 激发 表 ， 相应 


的 能 量 El = > hi © eo 
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3 . 特别 要 指出 的 是 ， 谐 振子 的 最 低能 量 为 却 3 o， 称 


为 零点 能 ， 它 是 量子 力学 所 特有 的 而 为 旧 量 论 中 所 没有 的 : 

是 微观 粒子 波 粒 二 象 性 的 表现 。 它 说 明 能 量 为 零 ， 绝 对 静止 

的 粒子 是 不 存在 的 。 关 于 此 问题 我 们 在 第 五 章 中 还 将 讨论 。 
小 结 

通过 本 章 的 学 习 ， 我 们 认为 应 主要 掌握 下 述 内 容 ， 

一 、 应 了 解 一 维 定 态 六 定 请 方程 求解 的 一 般 程 序 。 

1。 写 出 具体 势 函 数 U(x ) 所 对 应 的 定 态 术 定 户 方程 : 
如 不 同 区 闻 U ( x ) 有 不 同 的 形式 ， 则 应 分 区 间 写 出 其 相应 
的 赂 定 刘 方 程 。 

2。 求 出 定 态 项 定 请 方程 的 通 解 。 

3. 根据 波 函数 的 标准 条 件 及 具体 的 边界 条 件 和 四 -化 
条 件 ， 确 定 通 解 中 的 任意 常数 ， 即 得 该 势 场 中 运动 的 粒子 的 
归 一 化 的 定 态 波 函 数 ， 在 此 过 程 中 也 得 出 了 相应 的 能 量 。 

4， 按 具体 问题 的 需要 ， 对 解 进行 :~ 下 讨论 。 

二 、 本 章 讨 论 了 几 个 一 维 问题 ， 但 对 各 个 问题 讨论 的 侧 
重点 不 同 ， 故 要 求 亦 有 所 不 同 。 

1。 对 无 限 深 势 阱 问题 ， 由 于 求解 的 数学 方法 及 过 程 均 
较 简单 ， 故 要 求 掌握 其 整个 求解 过 程 ， 求 出 其 归 一 化 波 函 数 
及 相应 的 分 立 能 值 。 上 

2。 对 有 限 深 势 阱 问题 ， 求 解 过 程 与 无 限 深 势 阱 的 相 
同 ， 仅 是 在 求 刀 时 过 到 超越 方程 ， 用 图 解法 得 另外 ， 应 
了 解 束 缔 态 问题 的 特点 。 3 

3。 对 势 色 问 题 主要 应 了 解 透射 系数 ， 并 需 掌 所 任意 
形状 势 双 的 透射 系数 DD=De -|v 0 ED dx 
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在 县 体 体 河 题 中 的 应 用 〈 可 参看 习题 3-5、3-6 及 其 解 ) 。 
4.。 对 谐振 子 问题 ,应 熟悉 能 级 已 , = (n+ + > ) h ws 


对 oi 及, 亦 应 有 所 了 解 3 并 应 了 解 零 点 能 概念 WA 功 外 ， 
对 后 容 多 项 式 H,(ax) 应 赂 有 了 解 。 
可 题 
3-1 若 在 一 维 无 限 深 势 阱 中 运动 的 粒子 的 量子 数 为 
nn， 试 式 ; (1 ) 左 角 至 1/4 阱 宽 区 域内 发 现 粒子 的 几率 为 
何 ? (2 )1/4 宽 度 处 1 取 何 值 时 几率 密度 最 大 ? 
3-2 原子 中 的 电子 如 粕 略 地 和 看 成 是 一 维 元 限 深 问 败 中 
荡 注 子 。 设 阱 筑 为 10™ im， 求 其 能 级 。 
D 3-3 质量 为 .4 的 粒子 在 下 述 势 场 中 运动 : 当 Y<0 
时 ，U =cog 当 0 委 YX 和 时 避 =0， 当 YX>a 时 ， 避 
一 到 ) 了 给 出 。 
3-4 一 京 粒 子 入 射 在 一 窗 势 骑 (hia&1) 上 ， 如 其 至 高 
口 4 为 泣 子 动能 的 二 售 时 ， 证 明 在 此 情况 下 ， 粒子 儿 乎 完全 
透射 过 藉 委 。 
{ 一 Lo YX< 0 


9 3-5 用 以 下 一 维 势 场次 型 U(x)=， 
‘{ 0,%> 0 


来 研究 金属 电子 的 发 射 ， 求情 > 0 财 的 适 射 系数 站 。 


0 1 > XO 
D8-6 一 劳 笃 的 势能 为 LT 2 人 站 
+ .AE 人 > 


式 中 U6、.4， 4 均 为 正 数 ， 试 估算 -< 玖 <D， 4 蜀 稚 也 芝 
过 这 个 次 至 的 几率 。 
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3 -7 求 谐 振子 处 于 考 态 加 和 第 一 激发 态 册 时 几率 最 大 
约 位 置 。 
:coo ， 人 


D3 -8 粒子 处 在 势 汶 UC%x)= pos ~) 中 ， 斌 
2 


之 粒子 的 能 级 。 
3 - 9 证 明 谐 浜 子 波 函 教 徊 与 各 是 正 交 的 ， 即 | yoy 


。dxX = dQ 


© 


第 四 章 和 所 原子 


现在 米 讨 论 粒 子 在 三 维 势 场 中 运动 的 定 态 问 题 。 此 问题 
所 对 应 的 定 态 芒 定 请 方程 属 二 阶 偏 微分 方程 ， 一 般 只 有 当 其 
可 按 三 个 空间 坐标 分 量 分 离 为 三 个 常 微分 方程 时 ， 才 易于 求 
解 。 如 粒子 在 中 心力 场 中 运动 ， 其 势能 U = (7 ) 仅 是 粒子 
到 力 心 距离 ” 的 函数 ， 此 时 定 态 蘑 定 刘 方 程 即 可 在 球 极 坐标 
下 分 离 为 三 个 常 微分 方程 。 氨 原子 内 电子 在 其 楼 的 库仑 场 中 
的 运动 姥 属 中 心力 场 问 题 ， 其 塌 定 请 方程 能 精确 求解 ， 故 党 
以 此 解 为 基础 去 处 理 多 电子 原子 及 分 子 的 结构 。 本 章 主要 讨 
论 氨 原子 问题 。 


i4-1 毛 原 子 的 定 态 苹 定 谐 方 程 


一 、 中 心力 场 U(r ) 中 的 茧 定 油 方程 
设 粒子 的 质量 为 x ， 则 它 在 中 心力 场 U( 7 ) 中 运动 的 哈 


窗 顿 量 为 H = - 二 V+U(7) ,其 定 态 话 定 记 方 程 即 为 
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五 、 

[- VerUCr) =Ey (4-1， 
如 果 用 直角 坐标 系 ， 则 由 于 7 = wv xi+ 十 22， 就 难于 对 方 
程 ( 4 -1 ) 实施 分 离 变 量 。 我 们 根据 势 U( 7 ?的 球 对 称 性 
而 到 球 极 坐 标 ， 就 可 对 ( 4-1 ) 分 离 变量 。 为 此 ， 我 们 得 . 
先 求 出 在 球 极 坐标 
(7,0,p) 下 拉 氏 算 符 
V: 的 表达 式 。 我 们 现 
用 初等 第 积分 的 知识 
来 求 此 改 达 式 。 由 
Tr、 0 PX、 YY、 2 
的 关系 


X= rsingcosg 


V =rsingsing (4-2% 


之 二 rcos0 


9 ar 2 ,al 8 ,ap 8 


Bax 3x 8r dx 3b + ax Do 


=Ssingcosg0 - 六 + 工 1 cosbcosg 0 一 sing 


a ara, 88 .sp8 


By yr 87y780 By QO9 
=singsin 9 区 十 过 cosbsin 2 


+ 1 cosg 0 


r sing bg9 


aar3a, 803， dp 3 
az 220r 2200 Bz ay 


= cosb ~ ysing 30 (4-3) 
将 (473) 趟 代入 Vv = 训 总 B07 1 如 2 中， 即 得 拉 
氏 算 符 Vs 在 球 极 坐标 下 的 形式 
VW 六 " 1) i 0 (sing %) 
+ 拓 C4-4) 


这 样 ， 在 球 极 坐 标 下 中 心力 场 的 定 态 酝 定 证 方程 就 可 下 


_h F(a(r 0 +-17 (sing2 


24 rr Kor Or sin8 20 Bd 
- 1 7 
+ in 人 3 2 p+UCr y= Ey (4-5) 


下 面 用 分 离 变量 法 ， 将 方程 ( 4- 5 ) 化 为 三 个 常 微分 方 
程 ， 然 后 再 进行 求解 。 

二 、 用 分 离 变量 法 得 三 常 微分 方程 

先 令 y Cr，0，0 ) =R(ryY (6,9 ) ,再 代入 ( 4-5 ) 式 ， 
整理 后 得 ; 


1 d dR 2L7， 

Rar(™ Gr ) + ee CE Un) 

_1if1 8 ay 1 0Y 

TAG ting Bo 
(4-6) 
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此 方程 左边 只 与 变量 > 有 关 ， 而 有 边 只 与 9 ，wp 有 关 。 而 
7 、6 及 g 均 为 独立 变量 ， 改 若 要 等 式 ( 4-6 ) 成 立 ， 则 
等 式 两 边 都 必须 等 于 与 7 、0 及 yg 均 无 关 的 常数 ， 现 以 二 代 
表 此 常数 。 这 样 ， 方 程 ( 4- 6 ) 就 分 离 为 两 个 方程 ， 共 一 为 
及 Cr :所 满足 的 和 关 径 方程 ， 力 一 为 了 (0 4 ，m ) 所 满足 的 方 
程 ， 即 

(re 号 ) + {YE-U ry 


yz2 dr 
-4 }R=0 (4-7) 
1 oy 1 oy 。 
Sv 5in 人 20 ) + ‘sin Og2 = 
(4-8) 
此 令 Y(9，gp)= (9) 中 (gpg)， 将 之 代入 ( 4-8 ) 后 可 
得 
sing d de 3 1 dD 
BH dg sin 0 一 一 ag ) + Asin’0 = -而 dp’ 
此 等 式 两 边 都 应 等 于 同一 常数 > ， 即 得 二 方程 
9 +2@=0 (4-9 
po 
dB 。 .2 加 
si 0 de (sin0 9 db ) + (2 - sin2g ) 6=0 


( 4-10) 

通过 上 述 分 离 变 量 法 ， 就 将 (rr ，0 ，p ) 所 满足 的 藤 
定 刘 方 程 (4- 5 ) 分 离 为 三 个 常 微分 方程 ( 4-7 ) 、(4-9) 和 
44-10)， 求 解 这 三 个 方程 而 分 别 得 尺 (r)、6(00) 及 中 Cnp) 
的 解 ， 再 由 4(r ,0,p)=Rr)68(00) 中 (hb) 而 定 租 波 画 
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数 ?。 
三 、 氢 原子 的 薛 定 谓 方程 
现在 来 讨论 所 原子 问题 。 众 所 周知 ， 氨 原子 由 一 电子 到 
核 ( 对 子 ) 组 成 。 由 于 我 们 要 讨论 的 是 氨 原 子 的 内 部 结构 ， 
故 呈 考虑 电子 与 核 的 相对 和 运动。 电子 与 核 的 相 亏 作用 势能 ; 
85 


j(r)=— 


7 
式 中 为 电子 与 核 的 距离 。eo 为 电子 电荷 量 ， 为 简 赂 计 ， 此 
库仑 势 是 用 高 斯 单位 制 写 出 的 。 显 然 此 势 属 中 心力 场 的 势 。 
因此 ， 描 述 氧 原子 中 电子 与 核 的 相对 和 运动， 就 完全 可 用 上 述 
(4-7 ) 、(4-9) 及 (4-10) 三 个 方程 ， 仅 将 (4-7 ) 中 的 UCr) 


代 换 为 库仑 势 -e$/ + 即 可 ， 其 为 


. , ez 

(+) 2]R=o 

(4-11 ) 

式 中 心 为 电子 质量 (严格 说 来 上 应 为 约 化 质量 ， jy = oh， 
/Let Hp), 但 因 电 子 质量/e 必 质子 质量 /pz， 欧 泛 He )o 

这 样 ， 我 们 就 得 到 了 和 氨 原 子 的 定 态 酶 定语 方程 在 球 极 坐 
标 下 的 三 个 相应 的 常 微分 方程 (4-9)、(4-10) 及 (4-11)。 下 面 
将 进一步 重 述 ， 怎 样 由 波 函 数 的 标准 条 件 定 出 这 三 个 方程 中 
的 > 、4 及 五 ， 并 求 出 其 相应 的 波 函 数 风 CC- ，0 ，9p ) 
=R(r)0(0)Py )。 


$4-2 ” 氢 原 子 波 函 数 及 二 个 量子 数 
在 上 述 三 个 常 微分 方程 中 ， 以 关于 中 的 方程 (4-9) 最 为 
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漳 单 ， 现 就 先 从 它 开始 讨论 。 


一 、 三 个 量子 数 
1 ， 侯 量子 数 m 及 中 的 解 
方程 (4-9 ) 一 一 +a = 0 的 通 解 可 写 为 


B= 4eivyy 9 + Berivyy 9 v0 

中 =C+DDp »=0 
.B.C 及 D 均 为 常数 。 波 函数 的 标准 条 件 要 求 中 在 空间 各 点 
都 是 单 值 的 ,因为 空间 任意 点 9p 增加 2z 后 仍 问 到 原 来 位 置 ， 
所 以 必须 要 求 @( pg )= 中 (gp + 2r) 。 为 满足 此 条 件 ， 则 
(4-12) 式 中 应 有 DD= 0 ， 而 vv 应 为 整数 或 零 。 现 用 表示 
vy， 称 之 为 磁 量子 数 ， 此 mi 之 所 以 称 磁 量子 数 ,由 下 节 可 
知 ， 是 因 它 与 原子 磁 矩 密切 相关 。 这 样 ， 方 程 (4- 9 ) 的 特 解 
就 可 写 为 

中 = Ae' TP (m=0,; 土 1, 圭 2,*0:) 《 4-13 》 


式 中 的 4 可 由 归 一 化 条 件 |， 中 %dp = 1 宗 出 ， 得 


(4-12) 


1 
A = 一 一 一 
25 

Dn = 3 eT (m=0,+1, +2,%") (4-14) 
Vv 2 


2 。 角 量子 数 1 及 角度 部 分 的 解 Y(06， pp) 
将 上 面 所 确定 的 参数 vv = mm 代入 (4-10) 中 即 得 
1 d . /dO : m2 
pd (sin8 1 ) + ( 1 -Ty ) B=0 (4-10' ) 
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此 方程 的 系数 是 超越 欧 数 ， 不 便 讨 论 求解 的 问题 ， 需 将 之 化 . 
为 代数 式 。 为 此 ， 邻 5 = cosg， 而 8(0)= P(E ); 并 通过 
下 列 关系 
d dtd  .. 一 -一方 了 
do dd Sine -v1 ~ de 
四 
2 dP m2 
dL (1-8) Rt (1 i) ?7-0 
C 4 -16» 
其 中 ，- 1 委 二 冬 1。 对 于 此 方程 的 求解 ， 可 参阅 附录 二 。 这 
里 只 给 出 其 结果 。 

对 于 一 般 的 4 值 而 言 ， 当 上 = 土 1 时， 方程 (4-16) 的 解 
P(E ) 趋 于 无 穷 大 。 这 意味 着 电子 在 9 = 0 和 9 = x 两 个 方 
向 上 出 现 前 几率 为 cc， 显然 不 合理 。 但 如 果 4 取 下 列 特殊 值 
时 

4=1(1+1) (l=0, 1 2, …) (4-17) 
则 对 于 每 一 个 1 值 ， 方 程 (4-16) 的 两 个 线性 无 关 解 中 必 有 且 
只 有 一 个 是 在 整个 区 间 -1< 上 入 1 中 有 解 的 国 数 ， 符合 波 . 
阔 数 的 标准 条 件 ( 附录 二 )。 此 解 表 为 


| 
P(E)= P(E)=(1 -0 1 PCG) 


| 
“(4-18) 
[Ee 


已 (上 ) 称 为 缮 合 勒 让 德 函数 ，P,( 上 ) 是 E 的 1 次 多 项 
式 ， 基 为 PE ) = 了 让 二 J (5 一 1 )!' 称 为 勒 让 德 多 项 
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从 (全 8) 起 看 出 ， 用 于 Pi(2) 是 上 的 了 次 多 项 式 ， 放 mm 
前 绝对 值 | m | 不 能 和 超过 工 。 关 此 ， 对 给 定 的 工 值 而 言 ，m 仅 
限于 到 下 列 21+ 1 个 佑 
m=0, 土 I， 二 2, :…， 土 1/ ( 4-19) 
1 这 个 数 与 电子 在 原子 中 运动 的 “四” 角 动 量 密切 相关 ， 
故 称 角 量子 数 。 在 下 一 章 我 们 将 看 到 角 动 量 平方 的 算 符 
议 作 用 到 波 函 数 了 (6 ，g ) 后 得 D2Y 1s = 4h Ym= 1 1 
+1) 五 "7 ， 角 动量 的 本 征 值 工 为 ITCTTT)E 。 商 波 
函数 儿 的 角度 部 分 了 (0 ，g ) 由 (4-13 ) 及 (4-18) 式 ， 可 得 
出 与 量子 数 1 、m 相应 的 天 东 
Yin(d, 9 y=NiaPpi™ (cos g ye ( A-20) 
式 中 NN1» 为 归 一 化 常数 ， 基 为 
Nim = = 2 十 1) (4-21》 


(+ je )!4r 
由 《4-20)、( 4-21 ) 及 缔 合 款 让 德国 数 ， 就 可 得 到 对 一 给 ; 
l . m 值 时 1 的 县 体 琢 数 形式 ， 如 l 一 3 ?2 三 2 时 ， 可 


得 了 := 1 V's sinzgcosge49 
27 


。 主 量子 数 1 及 氧 原子 能 级 
现 对 佐 向 方程。 4-1i ) 进行 讨论 论 。 由 于 上 面 已 定 出 4 
= 1(1+1), 这 样 方程 (411 ) 就 可 写 为 


1 1 ( 六 各 ) + [条 (+ r ) 
_! ne 1 R= 0 ( 4-11 ) 
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其 中 了 为 角 量 子 数 ， 可 取 零 及 正 整数 。 

此 方程 的 求解 较 复杂 ， 详 见 附 录 二 。 现 仅 就 1 = 0 的 情 
况 略 加 讨论 ， 使 能 对 方程 的 解 及 其 相应 的 能 量 巨 有 -初步 认 
识 。! = 0 时 (4-117 ) 即 为 


了 AR)+ t+(2 扯 mR) =! 


( 4-22) 


容易 看 出 上 方程 有 一 个 最 简单 的 解 ， 其 为 
| R(r)=Ce™" 《4-23 ) 


式 中 C 和 5 为 待定 常数 。 为 定 出 < 将 此 解 代入 方程 (4.18? 中 ， 
即 得 一 恒等式 


(eri E) ™ (2 - 20) tk, 


(4-34) 
由 于 7 为 变量 ， 要 使 此 式 恒 成 六 ， 必 须 
| Hes 
= t= 0 | 《二 -23) 


出 (4-22) 可 着 出 ， 当 7 ->co 时 ， 点 渐 近 解 仍 为 《 4-23 ) 欧洲 
式 ，Q 由 (4-25 ) 的 后 一 式 决定 。 如 已 > 0 则 a 为 虚数 ， 其 
解 尺 = Ce 十 iy20E /3 ， 这 是 两 个 振 嘱 解 ， 它 在 无 穷 远 处 所 
示 的 几率 密度 不 为 零 ， 这 意味 着 在 紫 情 说 下 电子 可 以 脱 襄 疲 
的 束 强 而 到 无 穷 远 处 去 (电离), 显然 这 不 是 我 们 泌 在 所 到 

. 论 的 状态 ， 现 在 所 要 讨论 的 是 电子 受 楼 的 束 络 而 构成 气 矶 于 
的 状态 答 ， 要 求 r ->co 时 尺 -> ox 束 绰 态 ), 故 只 能 取 E< 二 0 9 
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Q 取 正 值 。 这 样 ， 由 (4-25) 即 得 忆 (r ) = Ce 时 所 原子 的 能 


; eg 
BB? 2 on 
GC oh ( 4 -20 } 


《一 23)2 6 = pes /hh ?, C 由 归 一 化 条 件 得 出 


oo ， oo ， 
dr = | Cie zp2ipy= ] 
0 0 


启 闻 得 由 | = ; 此 时 的 径 向 洲 疯 数 卫 = = 2 


4-26) 所 用 东风 这 个 能 值 与 防 尔 理论 及 所 得 到 的 复原 子 基 去 
i 一 这 的 。 
给 出 了 有 RRGry=ee 时 的 能 量 。 对 于 一 般 状 态 下 氢 
局 王 的 能 量 在 附录 二 中 给 出 。 在 束 张 状态 ( 忆 <0) 下 ， 氮 原 


二 的 能 芭 忆 只 能 取 如 下 分 立 值 
| Hes 1] 
Ei=— ss, (N=1,2,3,) (4-27) 
， > 五 nn 
To 
让 的 # 称 六 量子 数 ， 它 决定 氮 原 子 能 量 。 这 个 量子 化 能 
级 公式 ， 龙 在 波 始 笋 必须 满足 标准 条 件 的 前 提 下 求解 其 定 庶 
方程 而 自然 得 出 的 。n = 1 时 ， 共 能 量 最 小 与 ( 4 -26) 给 出 


的 一 样 ， 称 为 基态 能 量 ， 其 所 对 应 的 径 向 波 函 数 R,， 
一 232Vase “", Cn=1, 1 ) ， 其 基态 波 图 数 Pics 


中 
> 


= 有 oo = Rio。 对 于 1 六 1 时 其 能 量 E ,由 (4-27 ) 
给 出 ， 而 所 对 应 的 波 函 数 就 ; 不 上 只 一 个 ， 这 就 是 下 述 的 能 级 简 
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并 问题 。 

二 、 氢 原子 波 函 数 及 能 级 简 并 度 

所 原子 波 国 数 攻 (7 ,8,p)=R(r)Y(0，gp )， 其 中 
Y (04，g ) 与 量子 数 ! 、7 有 关 ， 有 具体 形式 由 (《 4 -20 ) 给 
出 ; 而 与 %、7 有关， 其 有 具体 形式 为 (附录 二 ) 


or ! 
R= Nue™ (27) La (er) 


n n 
( 4 -28) 
式 中 心 ,为 归 一 化 常数 ， 工 ?二 称 为 缔 合 拉 盖 和 尔 多 项 式 ， 其 
1 d2ir1 »p dtl nd Ws wh Ee 
为 Livin( p)= do rl 所 dp (ee pp ) ] :这 就 是 说 ， 


波 函 数 Cr，09，g) 的 具体 形式 与 % 、! 上 有 关 。 妆 
0、1/ 及 刀 确 定 后 小 国 数 六 就 确定 了 ， 所 了 的 电子 次 大 
也 就 确定 了 ;这 上 加 是 说 所 康子 中 电子 的 状态 可 用 量 于 数 关 、 

1 、 和 来 表征 。 由 ( 4- 人 可 知人 村 于 一 人 i 值 而 富 二 可 
取 (27 1 个 全 再 在 隐 受 二 中 又 得 出 ， 对 一 给 定 的 和 这 
汀 音 了 上 有 具 能 取 ? 个 人 0，1，2，…，7- 工 。 册 于 一 组 
形 定 的 《3 、 了、 下 )》 人 入 议 半 应 一 个 状态 二 怀 i1 了 1m， 括 
以 导 一 个 确定 的 能 苹 ; 值 《 凶 一 确定 的 主 量 于 数 1 ), 束 应 有 


nl 
> G+ 1 )》 = 个 下 同 的 状态 与 之 对 应 。 我 们 笠 - 个 让 
1 


级 已 。 折 对 应 前 晤 - 工 A 仍 的 个 数 称 为 简 并 大。 上 上 述 的 一 个 三 

对 应 了 天 个 状态 ， 就 称 吧 度 障 并 《不 这 及 自 话 ，。 澡 如， 
= 2《 第 一 激发 态 ) 于 ， 一 个 能 级 五 。 对 应 二 四 个 油 函数 
《p00、Pzto、znt 及 Voi1 ) ， 称 为 四 度 简 并 。2 = 1( 基态 ) 
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时 ， E 1 对 应 一 个 波 函 数 100， 称 为 3 E 简 并 的 。 
下 面 我 们 就 可 讨论 氨 原 子 核 外 志 子 的 几率 分 布 及 与 之 杠 


其 前 一 些 问 题 ， 如 蛛 子 从 乱 ?。 


84-3 核 外 电子 的 几率 分 布 、 电 流 和 磁 佐 


、 氮 原子 被 外 电子 的 几率 分 布 
上 省 内 容 告诉 我 们 ， 通过 求解 氨 原 子 的 酶 定 记 方 程 ， 就 
能 求 得 氢 原 子 中 电子 的 波 国 数 %in。 由 波 函 数 的 统计 解释 ， 
就 可 得 到 处 于 此 状态 加 mm 中 的 氢 原 子 的 电子 在 核 外 各 处 的 几 
率 分 布 . 
WdT=| gr by ldr 
=| Rr r Yin( OG, p)lrsinbdrdbdgyg ( 4 -29) 
将 上 式 对 6 称 p 积分 (了 ， "是 只 化 的 ) ， 结 果 得 到 半径 为 
+ 到 r+ dr 球 达 内 发 现 囊 子 的 几 谤 
wll r ydr -| [RoCr YiatO, gy 
f2sinbd0dopdr 
=| Rk r Yl 2rdr ( 4 -30) 
如 果 给 出 了 表征 电子 状态 的 量子 数 cn 和 [的 具体 数值 ， 即 可 
由 ( 4 -30 ) 算出 电子 出 现在 > 到 + dr 球 党 内 的 几 罕 《 和 
向 分 布 ) 。 以 基态 为 例 ， 有 
wio(7 dr=CRo(r ) rady= 4ase -zerradr 
( 4-31) 
可 见 ,， 除 + = 0 及 ~ 一 ce 外 ,其 余 各 处 的 mwio(yr ) 都 不 为 零 ， 


由 在 广大 区 域内 电子 都 可 能 存在 ， 没 有 什么 确定 的 轨道 。 不 
过 我 们 由 SC) = 0 可 得 ， 在 基态 时 几率 极 大 处 为 
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r=! 二 了 /Jer 此 与 上 归 量 子 给 出 的 第 一 狼 尔 轨道 半径 cr 
数值 相同 。aaCP ) 及 maC7 ) 的 极 大 处 与 玻 尔 轨道 华人 径 4an 
及 9 gi 一 次。 这 说 明 旧 量子 论 中 所 给 出 的 氢 原 子 的 电子 轨 
族 。 戎 当 于 在 英 些 入 况 下 基地 力学 所 给 出 的 几率 极 大 人 处。 
现在 我 们 来 看 看 几率 的 角 分 布 情况 。 首 先 将 4 -29) 对 
7 的 全 部 变化 区 域 积 分 ， 即 可 得 到 电子 在 ( 0 ，9 ) 方向 的 
立体 角 元 LQ = sin 9dodz 中 的 几率 (注意 Rr ) 是 归 一 化 
前 》 


2 0 qd = Ru Yi (0,9) EF 
0 
rdrd 0 
=|VIn(0,9) dn 
= NIC PI! (cosb) YAO 


(4-32 ) 
Ww.) 与 9 角 无 关 ， 即 角 分 布 wim 的 图 形 是 对 z 轴 旋 转 对 


称 乓 。 例如， 当 1 = 0 , 纪 = 0 时 , 即 有 woo = {¥'o0 = 9 


TT 


与 gg 用 0 询 无 关 ， 表 示 沿 各 方 铅 的 几率 是 球 对 称 的。 又 如 ， 


兴 了 = 有 =| VO, 9)P 
= owsin?0， 显 然 ， 在 9 = 了 方向 的 几率 最 大 ， 而 在 9 = 0 方 
向 上 几率 为 零 。 而 当 1= 1，m = 0 时 有 wiok0) =| 了 ob， 
py = -cos'0, 与 上 情形 相反 ,在 9 =0 方 向 几率 最大 ， 


在 9 = 了 方向 几率 最 小。 图 4- 2 绘 出 了 这 些 状态 电子 的 角 分 
布 。 放 空间 各 方向 的 分 布 曲 茵 ， 只 锋 将 这 些 曲线 绕 Z 轴 旋 转 
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一 周 即 得 〈 角 分 布 与 o 角 无 关 ) 。 
通过 以 上 描述 ， 我 们 对 传 外 电子 在 空 加 的 几率 分 布 情况 
就 有 所 了 解 了 。 在 量子 化 学 及 国体 物理 中 ， 常 将 这 个 几率 分 
布 形象 化 弛 称 为 “几率 云 ”，、， 硬 将 电子 电荷 在 原子 内 的 几率 
分 布 eopyp*dt 称 做 “电子 云 ”。 并 按 儿 率 分 布 作出 几率 云 ( 电 
子 云 ) 图 ,如 用 小 点 的 璇 密 程度 来 表示 几率 云 的 相对 大 小 ， 沾 
点 密 处 几率 密度 大 ， 这 种 此 密 分 布 的 云雾 状 图 形 能 较 直 观 地 
反 喘 出 几率 分 布 。 不 过 应 指出 ， 这 些 图 形 所 表示 的 “电子 
云 ” 并 不 意味 着 电子 是 云 雳 状 地 弥漫 在 空间 中 的 ， 电 子 仍 不 
失 其 微粒 性 ，“ 电 子 云 ”》 仅 是 电子 几率 分 布 的 一 种 形象 化 的 


图 4-2 
二 、 电 流 分 布 和 磋 矩 
$ 2- 3 中 曾 给 出 粒子 的 几率 流 密 度 矢量 为 
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sikh Gm, 业 _ 
j = 2 多 V¥ -BY ) (4-33) 


如 粒子 带 有 电荷 9g ， 则 其 电流 密度 矢量 j。= gq j 。 由 于 和 氢 原 
子 波 贸 数 是 用 > 、9 、p 表示 的 函数 ， 故 ( 4 -33 ) 式 中 的 
梯度 算 符 Y 就 应 取 球 极 坐 标的 形式 


2 183,。 1 8 


Yar er BO errsing 3 


(4-34) 


式 中 @, 、80 及 eo 依次 表示 沿 > 、0 及 增加 方向 的 单位 矢 
( 参见 华罗庚 《高 等 数学 引 论 >》， 科 学 出 版 社 ，1963， 第 一 
卷 二 分 册 ，226 页 )51D。 这 样 , 我 们 就 极 易 求 出 电流 密度 和 饼 
县 ij, = -aoj 的 三 个 分 量 /..、7。 和 71 ;并 注意 到 氢 原 子 波 函 
数 包 mr， 90，9g)= RiCryPmiecosgyeimg 中 的 


RiCr ) 和 书 f (cos9) 均 为 实 函数 ， 散 分 量 je = 0 、j。o 
= 0 。 这样 就 只 剩 下 


。 ， DY nm 
了 和 ee (gm oe 


和 ia 


pe 1 op 


sin 9% 


_ i1h eo , 1  。 。: A 
24 rsing C2im) lpuim | 
= hm 。 1 2 _ 
风 -gaom| ( 和 4 35 ) 


Jor 等 效 于 一 个 绕 z 轴 的 环形 电流 密度 ， 其 中 - ee 为 电子 电 
荷 。 由 此 即 得 ，0 方向 上 距 原点 ” 处 通过 垂直 于 流动 方向 的 
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面积 元 dS 的 环 电流 元 dT = jsodS 
(图 4-3 )。 

现在 我 们 来 计算 迄 原 子 的 磁 
和 矩 。 根 据 电 磁 学 理论 ， 可 得 上 述 
环 电 该 元 对 磁 矩 的 贡献 为 d 计 

4d 

= 瑟 - SC jeodS ,其 中 -4 
= _ zz:sin20 是 环 电 流 所 环绕 的 面 
积 ，* 为 光速 ,由 (4-35) 式 ,并 令 
dt=2xrsin6dS 家 环 的 体积 ， 
得 


pci ( | 
dM = 27 inl ~— 8o hm)) pu dS 


ursing 
0 、 
一 | palm | dt 人 《 4 -337 
其 中 为 磁 量 子 数 ，4 为 电子 质量 ( 开 格 说 米 应 为 其 约 化 质 
最)。 将 ( 4-36 ) 式 对 全 空间 积分 ， 并 注 轩 到 区 : 用 门 一 
化 的 ， 部 得 氨 原 子 总 滋 算 
on » 2dr = 一 Sh ji 
24C Nis | 2ucC ” 
(4-37) 
式 提 01a = “oh 《 =9,274J。T )， 称 为 雍 尔 信子 。 外 于 半 
TY Zuc oo 周 
= 9 、+1， 土 2、…。 所 以 氢 原 子 开拓 是 量子 化 的 。 仅 当 闻 


= 0《 角 动 量 的 > 分 量 为 零 ) 时 ， 原 子 -说 拭 才 为 直 ， me 
般 情 况 下 为 1p 的 整数 倍 ， 共 方向 在 z 方 向 。 因 人 角 动 量 < 分 
量 L,=mh ， 套 有 


68 


M _ 6 


元 7 《4-38) 


此 比值 称 回 转 磁 比 率 亦 称 9 因子 。 应 指出 ,由 于 矿 (Cr ) 为 中 心 
力 场 ， 空 间 各 向 同性 ， z 方向 可 任意 选取 ， 故 对 任意 方向 均 
有 相同 的 回转 磁 比 率 。 由 于 氧 原子 具有 磁 矩 ， 故 在 较 强 磁场 
中 时 能 级 将 发 生 分 烈 。 当 在 此 情况 下 跃迁 时 ， 原 来 的 一 条 说 
线 就 分 裂 为 三 条 谱 线 、 这 就 是 所 谓 正 常 塞 曼 效 应 〈 参见 习题 
4- 8 及 其 解答 ) 。 


小 结 
在 概述 本 章 内 容 前 我 们 作 一 说 明 ， 关 二 所 原子 的 上 述 讨 
论 ， 对 于 类 所 离子 ( He"、Li” 、Be”…” 等 ) 也 适用 。 仅 需 
将 氯 原子 有 关 式 子 中 核电 荷 + ee 换 为 +Zeo(2Z 是 原子 序数 ) ， 
而 上 理解 为 相应 的 约 化 质量 即 可 。 如 玻 尔 半径 as = 五 >/ue2 可 
近代 《 不 计 上 4 的 微小 差异 ) 换 为 a/Z ， 而 能 量 值 EE" 


0 Co 2 

一 _ 二 玖 为 万 一 ~ Z 
20, 7 换 为 名 ， 2 
本 章 内 容 梳 述 : 


的 


2 天 [可 (r ar + ing wh (sin 036) 


1 
tng L223 六] Li 


仿 y(r, 09, gp) RF) OD $ ) 可 将 上 方程 分 高 为 
三 个 常 微 分 方程 

da 中 

dg 
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(sn) (1 3 8@=0 


去 二 (人 人 各)， 让 二 (E+ rr ) ]R 
-4R=0 


4 、? 为 待定 常数 ， 由 波 函 数 准 标 笨 件 确定 。 
二 、 三 个 量子 数 ”能 级 氧 原 子 波 函数 
根据 波 函 数 的 标准 条 件 ， 求 解 三 方程 可 得 ， 


Pap) = 二 im (mi =0, 寺 1, 土 2, 土 了) 


而 @(4 ) 的 解 为 缔 合 惑 让 德 多 项 式 己 ，”， (cosg ) ， ， 共 角 部 分 
的 波 阔 数 Y 1n《0 ,7) 为 球 谐 函 数 ,其 为 

YinC0 ,9) = NinPi™ (cos 0 ye 
式 中 和 Nm 为 归 一 化 常数 ， 1 称 为 角 量子 数 、m 称 为 磁 量 子 
数 。 [的 取 值 为 0，1，2…，n -1。6Nimn 和 Pl"! (cos0) 


的 具体 形式 参见 附录 二 。 求 解 第 三 方程 可 得 径 向 部 分 的 波 画 
数 ， 其 为 


RCr )= Nue mo ( 训 r) jst (元 


入 ,1 为 归 一 化 常数 ， 志和 % 提 为 缮 合 拉 盖 尔 多 项 式 ( 参 见 附 录 


二 )， 式 中 1 称 为 主 量 子 数 ，oo = n/p 为 玻 尔 半径 。 
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由 上 可 知 ， 当 4 、 人 和 m 确 定 后 其 相应 的 流水 数 wim 
= 呈 ,Yin 就 确定 ， 而 对 一 个 确定 的 sn 值 就 有 一 确定 的 能 量 


EE = ~- 36。“ 吉 ， 但 其 对 应 的 状态 为 民 个 《 吉 度 简 并 ) 。 
三 、 氢 原子 的 电流 分 布 及 磁 抵 


电流 密度 矢量 为 jor = 0， jes= 0， jer =e 
yoinh A 
矿 短 为 M = 一 Sm = mma，ma= 5 为 哉 尔 磁 子 ， 
uc 2UC 


M/L, = - 总 称 为 回转 磁 比 率 ,Zi = ma 。 


习 题 
人 4-1 如 和 握 原 子 中 的 电子 仅 能 在 一 平面 中 运动 ( 二 维和 氨 
原子 ) ， 试 写 在 平面 极 坐 标 下 的 定 态 薛 定 读 方 程 。 
V4-2 试 写 出 1= 2 和 1 = 4 时 角 动 量 平方 本 征 和 值 L?， 
及 角 动 量 第 三 分 量 上 ,的 可 能 取 值 。 
v 4 -3 试 求 出 在 Fo 及 Yi 态 下 ， 电 子 按 角 度 的 分 布 儿 率 
取 极 大 值 和 极 小 值 的 和合 。 
_4 -4 如 坐标 轴 绕 z 轴 旋转 一 个 @ 角 ， 试 间 复 原子 波 画 
数 的 角度 部 分 Vim( 6，g ) 将 如 何 变 化 ? 
4-5 在 基态 氢 原 子 中 ， 电 子 在 r = 的 球 内 、 外 出 更 
的 几率 ? 试 算 基态 氢 原 子 的 电离 能 ? 
4-6 试 推出 最 可 几 半 径 r, =n?ao (人 in 态 下 ) 。 


4 -7 由 复原 于 的 六 ?= | r R31 dr, 信 算 棱 处 磁场。 
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-8- 当 每 原子 处 于 一 较 强 的 负 强 磁场 BB 中 时 ， 如 取 磁 
声 方向 为 Z 方 向 。 由 于 氢 原 子 在 此 方向 有 一 三 第 闭 ， 册 电磁 


学 知 ， 此 时 部 有 一 一 险 加 能 量 Ea= 一 日- 遇 = 多， 这 禅 在 


此 名 强 磁 场 中 的 哈密 额 算 竺 峡 为 及 = 百 ，+ -82 区。 为 
无 巩 场 时 的 哈密 顿 算 符 。 试 求 ( e ) 此 时 的 能 级 ! (8 ) 斌 说明 
当 发 生路 迁 时 原来 的 一 条 光谱 ， 由 于 跃迁 定 则 Am = ? ， 二 1 
所 展 ， 现 在 就 分 裂 为 三 条 谱 线 ( 正常 塞 间 效应 ) 。 


4 -9 一 粒子 在 势 U = 从 + By? 中 运动 ， 试 来 其 能 级 。 


第 五 章 “ 坊 到 加 原理 及 力学 量 
的 算 符 表示 


前 两 章 ， 我 们 通过 求解 在 一 些 势 场 中 运动 的 粒子 的 茧 定 
齐 方 程 , 得 到 了 其 状态 波 函 数 及 相应 的 能 值 。 就 固体 物理 的 需 
要 来 说 这 是 不 够 的 ， 还 需 了 解 家 征 粒 子 闻 相 互 作用 的 其 他 物 
理 量 ( 如 动量 、 角 动量 、 电 磁场 量 等 ) 的 取 值 和 作用 。 我 们 
将 看 到 ， 这 必须 引入 各 物理 量 ( 力学 量 ) 所 对 应 的 算 符 ， 由 
这 此 力学 量 外 和 作 阴 于 状态 法 和 得 其 相应 的 到 值 ， 由 第 
的 一 些 运 繁 反映 力学 量 问 的 关系 及 作用 。 本 章 还 将 对 力学 量 
条 条 的 性 导 及 生 于 力 学 的 -二 基本 原理 过 生计 认 ， 之 后 将 
对 天 象 理论 及 交响 克 符号 作 一 简 述 。 、， 
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55-1 态 营 加 原理 


由 前 两 章 得 知 ， 能 量 这 个 .力学 最 的 取 值 与 粒子 所 处 的 从 
态 区 有 关 。 而 对 于 其 他 力学 量 ，、 我 们 将 看 到 ， 其 取 簿 亦 与 失 
处 状态 有 关 。 因 此 有 疼 要 先 介 绍 状 态 波 国 数 的 一 个 基本 性 
质 ， 这 就 是 状态 的 线性 琶 如 原理 。 

自 王 微观 粒子 具有 波 粒 二 象 性 ， 波 有 具有 番 加 性 ， 因 此 粒 
子 的 状态 就 应 具有 波 的 侣 六 狂 ， 而 状态 是 由 波 函数 来 描写 
的 , 歼 这 一 和 加 性 即 可 由 波 函 数 的 备 加 来 体现 。 怎 梯 县 加 呢 ? 
我 们 说 , 由 于 描述 粒子 的 波 琢 数 必 须 满足 其 相应 的 配 定 订 方 
程 ， 而 薛 定 刘 方 程 是 线性 的 ， 改 如 里 也,， 也 :也 ,都 是 苹 
定 调 方 各 的 解 ， 妈 有 


2 
记 人 = 一- i VV rtUY, 《7 一 了 ,Po Here 


at 2 ， 7 ) 
它们 分 别 权 述 粒子 的 一 些 可 能 实现 的 状态 ， 政 么 ， 它 们 的 线 
性 组 会 = Ci;( ( 其 中 人 ;为 任意 常 阁 ) ， 也 以 然 是 其 蘑 
定 训 方 程 的 解 ， 即 有 

ho OV, = 一 2 VTC Yt UEC : 


这 就 旦 说 ， 如 果 风 ，， VW,, “eey 这 ,所 描 述 的 均 是 微观 粒子 
可 能 实现 的 状态 ， 那 么 它们 的 线性 赤 加 多 = 区 1 vw; 所 旨 描写 


的 也 是 粒子 的 一 个 可 能 实现 的 执 态 。 这 就 是 ,量子 力学 的 过 的 


立 恋 指出 ， 经 典 物理 学 中 波 的 县 加 原理 也 是 波 的 我 性 莹 
各， 但 与 最 子 力学 中 态 的 线 作 琶 加 有 着 本 质 区 别 。 在 经 典 物 
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理学 中 两 经 典 波 又 加 后 ， 绝 不 会 造成 任何 观察 结果 的 不 确定 
性 。 如 二 相干 的 平面 波 合成 《线性 又 加 ) 后 ， 所 得 的 一 个 新 
的 波动 ， 其 振幅 是 确定 的 。 而 量子 力学 的 态 线性 倒 加 后 ， 邯 
会 导致 测量 结果 的 不 确定 性 。 如 在 #1 下 只 能 测 得 确定 能 值 
,， 在 :下 测 得 确定 能 值 上 :， 则 在 其 到 加 态 Cip1 Cgz 下 
进行 测量 时 ， 我 们 将 看 到， 既 可 能 测 得 能 值 为 瑟 , 亦 可 能 测 
得 为 已 :， 其 测 值 不 是 确定 的 。 此 外 ， 在 经 典 物理 学 中 ， 两 个 
相同 的 波 (V;=4) 释 加 后 为 强度 与 之 不 同 的 另外 的 波 ; 而 在 量 
子 力 学 中 ， 如 V1= 和 则 Cw, + C2ys = (Cs +Ca)f: 与 加 是 同 
一 个 态 。 

上 面 我 们 已 看 到 ， 态 的 线性 到 加 原理 是 与 本 定 浅 广 各 窗 
切 相关 的 。 我 们 将 进一步 看 到 它 与 力学 量 的 测量 、 力 学 量 算 符 
的 性 质 及 表象 理论 密切 相关 。 可 说 态 似 加 原理 是 量子 力学 整 
个 数学 结构 的 重要 物理 基础 。 


55-2 力学 量 的 平均 值 及 力学 量 
算 符 的 引入 


、 力 学 量 的 平均 什 
由 于 微观 粒子 运动 的 统计 规律 性 ， 测 量 一 个 与 微观 粒子 
运动 相关 的 物理 量 时 ， 一 般 就 不 条 经 典 的 宏观 物理 量 那样 可 
慷 得 到 确定 值 。 如 粒子 的 位 置 ， 在 经 典 物 理学 中 原则 上 是 可 
确定 的 。 但 在 量子 力学 中 ， 由 微观 粒子 的 波动 性 ,， 则 其 位 置 
一 般 是 不 能 确定 的 ， 而 是 按 某 种 统计 规律 分 布 于 空间 。 不 过 
我 们 可 求 出 共 平 均 位 置 。 设 粒子 处 于 罗 (r,1) 态 中 ， 则 在 :时 
刻 其 位 置 的 平均 什 可 表 为 
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和 1 为 处 的 体 元 。 如 风 是 归 一 化 的 ， 则 为 


-= {ff Vdr (5-1 ) 


到 理 可 得 与 其 位 置 有 关 的 物理量 f(T)( 各 势 能 大 (CD ) 的 平均 
值 


fr) = 人 5 WV |2dr 《 5-17 ) 
现在 来 看 半 动 时 的 平 均值 。 显 然 它 是 不 能 简单 地 用 


< 5-17 ) 米 计 算 的 ， 即 5 志 ] 用 ply1?dz。 因 为 在 量子 力学 
中 ， 动 量 不 是 位 置 的 函数 .这 可 由 德 布 罗 意 关系 加 以 说 明 。 因 
为 p= (ADm 动量 与 波长 有 关 ， 而 波长 是 用 来 刻画 波动 在 空 
闻 变 化 “快慢 ”的 基 ， 属 整个 波动 ， 因 此 说 “空间 某 点 的 波 

”是 无 意义 的 ， 即 波长 不 是 空间 坐标 的 函数 ， 故 动量 也 不 
应 是 r 的 函数 。 动 量 平均 值 就 应 用 动量 的 几率 分 布 函 数 C(p， 
让 米 求 得 。|C(OP, 顽 1 于 5y 代 表 tf 时 刻 在 动量 华 标 空间 中 p 点 附 
近 , 体 元 dr 内 找到 粒子 的 几率 ， 动 量 平均 值 即 为 


p = fhice,n lpar, (5-2) 


下 面 再 来 讨论 ， 用 多 (1,t) 来 计算 动量 平均 值 问题 。 

二 、 力 学 量 算 符 的 引入 

在 筹 二 章 建 立 蕴 定 朝方 程 时 ， 曾 引入 动 量 所 对 应 的 算 符 
-ihy， 现 可 用 它 玉 计算 P， 即 
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P= |ee, Cihv Yt drdydz (5-3) 


一 和 _ 
=eeo, (r, 1)( hs -) 到 Cr， tydxdydz 
=|]| Velr, 1) i V(r,t drdydz 
Oy 


Ea (ih 2) Yr, dndyde 


( 5-4) 
《 5-3 ) 式 是 否 正确 昵 ? 问答 是 肯 定 的 ， 因为 我 们 可 以 证 明 
由 (5-3) 式 能 导出 (5-2) 式 (见习 题 5-1 及 其 解 )。 应 当 注 意 ,在 
求 r 的 平均 值 时 由 于 r 与 也 * 风 的 相 乘 可 以 交换 位 置 ， 即 (5-1》 
式 可 写 为 


=fy*ryar 
但 求 p 的 平均 值 的 ( 5-3 ) 式 ， 是 通过 动量 算 符 P (ihy.) 


作用 到 (r,t) 上 而 得 到 的 ， ED 与 Vy*、 轨 的 位 置 不 能 
任意 交换 。 
可 将 ( 5-3) 及 (5- 4) 的 结果 推广 到 其 任意 次 告 的 情况 ， 如 


z= We -hdrdydz 《 5-5 ) 


八 


还 可 得 到 动能 算 符 人 = 写 ( Pi+ PS+ 人 5) 及 其 平均 人 
7 
+ ( -ih@) J¥ar | 
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= Ve*( -Rv ) Yar (5-6 > 


个 3 2 
由 此 可 得 动能 算 符 的 具体 形式 为 7 = - -二 V?。 而 总 能 所 对 


< 一 


个 、 八 
应 的 算 符 就 是 熟知 的 哈 绕 顿 算 符 下 = 了 + 忆 。 
对 于 和 六 也 和 应 的 算 符 ， 可 千 上 = ?xP 及 动 脐 所 对 应 
的 算 符 而 得 到 ， 其 其 


> 


,= tx 
忆 的 三 个 轨 加 所 对 应 的 第 符 ， 可 写 为 
个 人 人 八 
0 加 
LL;= YYDP。 一 2Dy = -直人 > 
2 y 了 3 a 
八 个 个 a 
Ly =2ps ~ CP。 = -下 (= : ) (5-7 ¥ 
各 0 
个 个 个 分 
Lp YP = -让 3 > 2 ) 


泊 相 应 的 平均 入， 可 自 忆 =]? 二 War 得 到 (i =， 


) 。 角 动量 算 符 的 三 个 分 量 大 、 友 、 太 还 可 写成 球 极 坐标 ， 
和 (《 取 2z 方 后 为 极 轩 )， 由 (4-%)、(4-3) 及 (5-7 
得 
全 


LZ. = 起 (sing 4% a0 十 CotB cosp D9 ) 


a ; 2 ) _ 
T= 汉人 os 多 条 十 cotg sing jg (5-8 》 


了 . = - 志 .2 
a5 
而 角 动 量 平方 算 符 即 可 表 为 


72: 


信人 和信 八 个 
L =L,L, + LyLy+ 工 : 工 。 
2 


= Mig 0( sng ) + sp Bor 
(5-9) 


由 (5-9) 及 上 章 的 (4-4)， 即 可 得 V: 与 :的 关系 


:~1 9 20. -1 了 Ss-10 
Vy 2 方 : 7 . (5-10 》 


上 面 我 们 引入 了 动量 、 动 能 及 角 动量 等 力学 量 所 对 应 的 
- 算 符 。 它 们 的 平均 秆 可 通过 其 算 符 作用 到 状态 波 函 数 上 得 
到 。 下 文 还 将 阐述 ， 任 何 力学 量 在 实验 上 所 观测 到 到 的 一 些 数 
值 信息 ， 均 可 通过 其 算 符 作用 到 状态 波 函 数 而 得 到 ， 其 实在 
凋 面 蕊 章 上 我 们 已 经 看 到 ， 能 量 的 到 值 是 通过 其 哈密 领 修 符 
作用 到 状态 波 孙 数 歼 上 而 得 到 的 。 人 们 在 量子 力学 原理 的 和 
展 和 完善 过 程 中 得 出 ， 各 个 力学 量 在 量子 力学 中 都 表现 为 作 
用 于 波 苑 数 的 某 种 算 答 ， 简 言 之 ， 即 在 量子 力学 中 各 力学 苇 
均 由 其 相应 的 算 符 玉 表示 这 是 量子 力学 的 一 个 下 不 质 天 。 


有 关 。 如 位 置 青 标 f 在 天 大 开 克 下 ， 其 齐全 
式 就 是 坐标 r(z，y，z ) 本 身 ， 但 在 以 动量 为 变量 的 波 函 数 


CL(p，+) 来 表述 状态 的 情况 下 ， 位 置 坐 标的 算 符 7 就 应 
为 计 V。( 见习 题 5 -12 ) ,: 疾 于 中 问题 还 将 在 § 5- 6 中 
介绍 。 | 

既然 力学 量 算 符 是 表征 力学 量 的 ， 那么 它们 就 不 同 于 一 
艇 的 数学 算 符 ， 它 有 一 些 特定 的 性 质 。 这 就 是 下 一 当 所 要 讲 
芍 内 容 。 
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$5-3 力学 量 算 符 的 性 质 


在 齐 述 力学 量 算 符 的 姓 质 之 前 ， 得 先 了 解 一 般 算 符 的 糯 
念 。 章 从 数学 上 讲 ， 所 谓 算 符 指 的 是 对 国 数 的 某 种 运算 ， 函 
数 4 经 其 算 符 作 用 后 变 为 另 一 图 数 ， 即 “经 某 一 运算 后 变 
泌 v 

Fu=3 (11) 
d 


表示 此 一 运算 的 符号 就 称 为 算 符 。 例 如 ， | 、MV、%、 
- 3 等 都 可 作为 算 符 。- 表示 求 德 商 的 运 僻 ，v 此 开平 
方 运算 ，*、 一 3 当 它 们 作用 到 4 上 时 ， 表 其 与 4 相 采 。 算 符 
运算 有 如 下 规定 : 

一 、 算 答 相等 ， 如 星 入 扩 筷 分 届 作 用 十 任意 个 浮 数 
4 上， 有 fu=v 及 Gu=v。_ 即 w= Qu， 就 说 上告 ，G， 雪 
为 屎 = G。 和 4 i 4 否则 不 能 判定 其 椒 堂 。 如 


WU = 2 即 有 4 os 2) =2x， < (x?) 二 23， 但 不 和 能 说 与 5 相 


等 。 
二 、 筑 符 相 加 :如 三 算 符 个 、G@@、 朋 分 别 作用 二 任 意 一 
函数 4 上 后 ， 有 
PB + Gu= 
即 称 玉 与 G 的 和 为 租 ， 表 示 禾 = 
三 、 算 符 相 乘 ， 如 方 、G、 


八 
+C。 
个 


的 
和 NM 有 CG (Bu = 入 (WU 为 
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op me ee 


任意 函数 》， 则 称 G 与 全 之 积 为 从 ， 表 为 G 个 = 答 。 如 
了 Ga = 人 GT 了 wu = 合 w (6G 为 任意 的 》 则 称 了 为 单位 算 符 。 
必须 注意 ， 算 答 相 加 注 足 交换 律 ， 但 一 般 说 来 ， 算 符 相 
乘 不 满足 交换 律 ， 即 一 般 说 来 合 公民 分 全。 加 人命 < 信人， 
就 称 此 二 算 符 不 可 对 易 ， 如 二 算 符 有 G 分- 素 G， 就 丈 此 二 
四 从 是 对 晶 的 。 各 人 全 一 玉 G， 则 称 G、《 反 对 易 。 多 这 


个 


与 5。 = ~ih 名 是 不 可 对 易 的 ， 而 与 py 对 易 。 


人 


四 、 绕 性 算 符 ， 设 局 及 2 为 任意 国 数 ， 对 算 等 慷 玉 
如 有 下 F 式 、 
BC + Cue) = Co + Cabos 《 六 一 了 全 》 
式 中 Ci、C: 为 任意 常数 ， 则 称 有 汶 线性 算 符 。 显 然 ，: 、 


d ty . 
i 是 线性 的 ， 而 vw 则 不 是 线性 算 符 。 


五 、 算 符 的 本 征 值 与 本 征 函数 ， 如 忆 作 用 于 消 数 4， 刘 
得 结果 为 常数 和 乘 同一 函数- 芭 
Fu= ly 3 
则 称 4 为 算 符 人 的 本 征 值 ,4 称 为 算 答 F 的 本 征 交 数 。 一 般 说 
来， 对 应 于 不 同 的 本 征 位 ， 咎 特有 不 同 的 本 估 卫 数 ， 为 强 
此 对 应 关系 ， 我 们 应 叙述 为 是 算 符 全 属于 本 征 慎 的 本 
征 吧 数 。 锅 -加 称 为 作 符 人 的 本 征 方 和 冠 态 藤 定 湾 六 
程 实际 上 就 是 哈密 顿 算 符合 的 本 征 方程 。 亲 征 方 各 的 角 
( 求 出 本 征 信 及 本 征 函 数 》， 不 仅 取决 于 算 符 的 性 质 ， 且 还 
取决 于 函数 4 所 应 满足 的 边界 条 休 。 这 点 我 们 在 三 、 四 两 
章 中 就 已 看 到 了 。 本 征 值 的 妆 目 可 能 是 有 限 的 ， 也 可 能 是 无 
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根 的 ， 在 本 征 信 为 无 限 多 个 时 ， 蓉 本 征 值 分 布 吧 可 能 是 分 3 
的 ， 也 可 能 是 连续 的 。 算 答 本 征 信 的 集合 称 为 本 征管 庶 。 加 
本 征 秆 是 一 此 分 亲 住 ， 则 称 分 立 谱 ， 如 其 是 连续 分 布 的 赔 称 
和 丽人 人 在 


= El 十 1)Y mo 
对 应 于 一 个 本 年 值 ， 算 符 可 能 
能 广 用“ 个 萌 五 独 六 5 线 避 无 次 ) | 


人 个、 
pr 
A 


八 


其 积分 温 及 所 有 变量 的 变化 区 域 ， 则 称 筑 答 环 为 记 
示 罕 筑 符 有 个 重要 性 质 ， 就 是 它 的 本 征 值 
证 虹 几 点 。 设 户 洁 厄 密 记 

加 


:= 


个 八 
对 sdr 二 人 = 人 sd; = {i F uy*ydz 


surudr 了 


由 此 后 得 1= 村， 即 2 是 实数 。 
下 一 节 我 们 将 要 讲 到 ， 任 合力 学 量 的 可 能 测 得 的 值 只 部 
是 其 筑 符 的 本 征 值 ， 决 不 会 测 得 其 本 征 值 以 外 的 信 。 而 可 能 


1 


测 色 的 值 共 能 实数 ， 即 力学 和。 这 
样 ，: 我 们 就 得 出 ， 力学 量 的 算 符 必须 是 世 党 算 符 。 另 外 ， 为 
请 的， 力学 和 和 和 的。 在 
并 的 情况 下 来 认识 此 点 。 设 罗 , 和 :部 是 算 符 己 的 本 征 态 ， 
同属 一 个 本 征 值 4， 由 和 登 加 原理 ，CiZ +C: :也 属于 4 的 本 
征 态 (C;、C: 为 常数 )， 而 这 只 能 在 站 线性 宽 答 时 才 可 能 
FC HCV Y= CRVY, + C, FY, 
=CAVItCAD ACE (5-15) 


如 算 符 不 是 线性 的 ， 就 得 不 到 此 结论 。 绕 上 所 述 ， 我 们 得 
出 一 个 绪论 ， 即 表示 力学 量 的 宽 符 必须 外 线性 捷 密 算 答 ， 如 


个 一 一 2 
= 一 1 。 
PD: 1 DY 


5- 上 对 易 关 系 与 同时 测量 问题 


、 力 学 是 有 确定 测 值 的 条 件 . 

而 记 所 请 的 力学 量 的 平均 逢 ， 应 记 足 在 同 _ .条 件 下 对 力 
学 量 进 行 多 次 测量 的 结果 。 所 谓 园 一 条 件 下 的 多 次 测量 ， 指 
的 是 在 祖 同 设备 的 相同 安装 状态 下 ， 对 许多 相同 的 物理 体系 
进行 的 测量 ， 而 不 是 对 一 个 体系 进行 反复 测量 ， 因 为 微观 体 
系 经 测量 后 ， 一 般 说 来 是 要 改变 状态 的 ， 这 样 就 得 不 到 原状 
态 下 的 平均 值 . 现 以 线 偏 钴 光 的 光子 通过 偏振 片 { 下 称 唱片 》. 
的 实验 米 说 明 此 问题 。 尝 验 表明 ， 当 偏振 光 的 光子 前 振动 方 
向 ( 电 矢量 方向 ) 与 唱片 的 偏振 化 方向 平行 行 时 (此 状态 表 为 
多 iv ) ,此 光子 一 定 能 通过 晶片 当 光 子 的 偏振 方向 与 晶片 的 偏 
振 化 方向 垂直 时 ( 此 状态 表 为 %. 》 则 光子 将 被 明 收 ， 绝 对 不 
能 通过 唱片。 而 当 光 子 在 人 射 晶片 前 ( 测量 前 ) 的 偏振 方向 
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与 晶片 的 偏振 化 方向 成 C 角 时 (其 状态 表 为 ge ， asf0 及 地 )， 册 


其 一 光子 入 射 晶片 “ 单 次 测量 ) 的 结果 ， 有 两 钊 可 能 性 ， 要 
么 被 吸收 ， 要 么 通过 ， 但 不 能 断定 每 个 单 次 测量 的 结果 是 两 
种 中 的 哪 -一 种 。 假如 有 一 光子 通过 了 唱片 ， 则 其 状态 就 由 
y%- 变 为 ， 了， 如 再 用 原 偏振 化 方向 的 晶片 对 之 进行 测量 ( 反 
复 测量 ) ， 则 就 一 定 通过 唱片， 这 不 能 算 作 原 状态 如 下 的 测 
量 。 而 多 次 测量 则 不 同 ， 多 次 测量 中 的 任意 一 次 油 量 ， 其 光 
子 均 处 于 相同 的 状态 gs 下 ， 每 个 单 次 测量 的 结果 虽 不 能 断 
定 ， 但 允 次 测量 的 统计 规律 得 出 ， 光子 通过 晶片 的 几率 为 
cosza， 被 吸收 的 几率 为 sinza， 测量 后 的 状态 变 为 Wy 或 外.。 

多 次 测量 的 概念 清楚 后 ， 我 们 就 能 从 理论 上 来 认识 力学 
量 有 确定 测 值 的 条 件 。 还 是 从 平均 值 谈 起 。 当 体 系 处 于 态 
六 (fr， 14) 时， 对 力学 量 正 进行 多 次 测量 而 得 的 平均 值 ， 由 
万 = |W* 人 FW dr 表 出 .为 进一步 分 析 此 六 均 过 程 , 我 们 讨论 和 
次 测量 结果 与 平均 值 万 = 4 间 的 偏差 。 设 多 次 测量 力学 量 玉 
所 得 的 结果 为 Fl，F。，… 玉 ,.， 则 第 i 次 测量 结果 下 , 与 平均 
值 4 的 偏差 AF; = 已 ; -4。 多 次 测量 中 ， 这 偏差 有 正 有 负 ， 
平均 为 零 ，AF = ( 户 -/) = 户 -4=4-4=0， 故 无 法 据 此 
估计 偏离 清 况 。 在 一 般 状 态 下 ， 多 次 测量 结果 与 平均 值 4 的 
偏 镶 情况 用 其 平方 偏差 (AF)*= (一 4)* 的 平均 值 《 均 方 偏 
差 ，( 玉 -下 )* 米 进行 讨论 。 按 平均 值 计算 式 及 厄 密 算 符 
性 质 ， 有 

(4F)*= 5 和 = | 下 -dr 


= | 人 -DCCFR-D2aar 
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-= [cE 
-BR- Py ld (5-16 ) 


由 上 式 知 ， 和 这 = 0 的 完 要 条 件 为 (下 - 力 亚 = 0 。 而 均 方 偏 关 
为 零 ， 就 意味 着 每 次 测 介 与 平均 值 的 偏差 均 为 等 ， 即 每 次 测 
量 的 值 祖 同 (确定 测 值 )。 这 样 就 得 出 ， 任 一 力学 最 忆 有 确定 
测 值 的 充 要 条 件 是 F 罗 = 4 岁 ， 即 罗 所 表示 的 状态 是 力学 量 
FF 的 本 征 态 。 这 一 结论 亦 可 这 样 描述 ， 当 且 仅 当 体系 处 于 力 
学 晤 的 本 征 态 时 ， 才 能 有 确定 测 值 ， 且 必定 是 此 态 所 属 的 本 

征 值 。 四 
当 父 系 所 处 的 态 罗 不 是 力学 量 严 的 本 征 态 时 ， 则 就 不 能 

有 确定 测 售 ， 而 茶 次 测量 的 结果 只 能 是 从 所 有 本 征 值 的 一 
个 ， 但 不 确 和 定 是 那 一 个 本 征 信 ， 下 的 每 站 个 本 征 值 在 测量 中 以 
定 几率 出 现 。 这 可 由 下 述 讨论 看 出 。 
设 $. 和 y; 分 别 是 力学 量 户 的 两 个 不 同 本 征 值 F; 和 ;的 

本 钙 了 下 ( 有 一 化 的 ) ， 则 可 证 

wwar= 9i; (5-37 ) 


〈《 0; 赤 示 二) 时 6 =0 5=7 时 6, ;二 1 ) 这 就 是 力学 算 符 的 
本 征 函数 的 正 交 性 (证 明 见 习题 5 - 8 的 解 ) 。 设 体系 所 处 
状态 少 示 是 素 的 本 征 态 ， 由 倒 加 原理 ， 乡 即 可 由 个 的 整个 本 
古本 数 系 来 出 :$= C4， 展开 系数 C =]9?9dr 。 由 
{ 5- 17) 式 及 开 的 线性 厄 密 性 ， 即 得 9% 态 :下 测 太 时 的 平均 值 _ 
F= Bydr 二 JGcw) FE “ 售 FB( EC 细 jdr 
=EC* cify ?Bydr 
了 了 
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二 CCC 《5-3S 》 


用 类 似 的 计算 可 得 C1*= 1 。 C 5-18 ) 式 站 的 户 ; 为 至 的 
古人 由 几 平均 人 的 法 可 大 出 5-13) 的 全 

在 非 本 征 杰 Vy 下， 力学 量 FF 的 可 能 测 值 均 为 上 的 本 征 值 ， 而 
测 得 某 本 征 值 F, 的 几率 为 = 三 Ciy; 中 相应 系数 C; 的 模 平 


方 1C;|. 限 于 篇 幅 ， 上 述 讨 论 仅 在 分 立 本 征 值 详情 沈 下 进 
行 ， 但 所 得 结论 对 连续 详情 况 仍 成 立 。 


二 、 对 易 关系 和 两 力学 最 同时 测量 问题 。 、. 

1. 对 易 关系 :、 如 两 算 符 4、 B 满 足 和 4 B= 34， 唱 
3 甩 可 对 易 ， 如 AB 志 B 4， 则 说 A、8B 是 不 可 对 易 的 。 
为 书写 简便 起 见 ， 常 引进 符号 

CA, BI1= AB-B4 (5-18 ) 


和 


也 ， 呈 可 对 易 即 责 为 4， 全]= 0， 如 不 可 对 易 即 家 为 
[全 ， 全 ] 闪 0。 由 《 5-19 ) 式 ， 不 难 推 得 下 述 结果 


个 八 

CA, BI= ~-[B, A) 

CA, B+C)=CA, B+CA, C1 (5-20) 
仆仆 八 个 个 八 个 个 A 
CAB, Cj=ATB, C+CA, CJ 


我 们 能 够 推出 一 些 力学 量 间 的 对 易 关 系 ， 例 如 5，P,] 
=ih, Cy, mh CE, 人 = hb, 及 [及 和 = 0, 

( 参见 习题 5- 

2 机 力学 器 时 得 确定 介 的 条 体 。 上 而 已 济 过 ， 当 
体系 处 于 力学 景 F 的 本 征 态 时 ， 则 对 巨 进行 测量 时 ， 必 有 确 
定 测 昨 显然， 如果 坊 少 同时 是 两 个 力学 算 符 信 与 全 的 本 征 
态 ， 则 在 此 共同 本 征 态 下 ， 信 和 G 必 能 同时 测 得 确定 值 。 进 
而 言 之 ， 如 个 和 G 的 共同 本 征 函 数 y;; 不 止 一 个 ， 而 且 其 集合 
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re 


组 成 一 个 完备 系 ( 即 任意 波 消 数 交 均 可 由 此 完备 系 的 函数 展 


开 ; 用 = 也 2 ) ， 则 全 与 人 对 易 ， 即 [FE，GJ=0。 证 明 
如 下 ; 
、 设 站 为 任 一 波 消 数 ， 因 各 ;组 成 完备 系 ， 而 ;ji 又 是 广 
和 伺 的 江 % 同 本 征 函 数 ， 必 有 Py;;= Fy 和 GY;= Gp;;, 则 
必 有 
$ = LCi 


( 全 合 - SF) y= sc, FG;- -GP -0 


因为 为 任意 的 ， 必 有 全 合 ~ 会 会 = 会， 全] =0。 
其 这 定理 也 成 立 ， 即 如 已 和 CG 可 对 易 。 则 它们 有 共同 本 
征 冰 北条 ,此 函数 系 是 完备 的 (其 证 明 见 习题 5-12 的 解答 ) 。 
综 上 所 述 ， 两 力学 算 符 若 有 共同 本 征 函数 ， 则 在 其 共同 
本 征 坊 下 两 力学 量 均 有 确定 测 值 。 而 两 算 符 有 完备 的 共同 本 


征 国 数 系 的 充 要 条 件 是 这 两 算 符 可 以 对 易 。 


_ 如 罗 与 7 可 对 易 ， 它 们 有 一 个 共同 本 征 态 了 js(b，9 )， 


”在 这 个 态 下 二 者 可 同时 测 得 确定 值 ， 分 别 为 相应 的 本 征 什 


1 (+1 2 和 # 击 。 


85-5 测 不 准 关系 


如 两 力学 算 符 全， 全 不 可 对 易 ， 则 一 般 说 来 就 不 能 同时 
具有 确定 测 值 ， 则 在 菜 术 下 对 之 进行 测量 ， 就 将 产生 偏 养 。. 
现 以 一 例 来 说 明 二 力学 量 偏差 的 关系 。 业 已 知道 ，* 和 P 是 
不 可 对 易 的 。 现 考察 在 谐振 子 基态 p= (z&/m)1/4e ic 下 


86 


来 测量 4 和 Ps 时 ， 所 产生 的 均 方 误差 A 和 Ap? ， 为 Ax? 
= [yc — x )pd: .和 Ap2 -| -Be) 2p4Y。 而 四 ， 
Ea jxpdx=0 及 P=| vy? Cih duds =0《 因 

二 积分 被 积 函数 为 奇 函 数 ) ， 则 有 
ES 


元 


_ 2 人 -ad 1 
= X= 一 
Vr ° 2C2 《5 21 ) 


3 oo 2 2 _ 2y2 
= 22 | (eo ogre LY dx 
Vr 训 
= 3 oa?h? C5-2. ) 


_ 2 - 
A 
Ax? AM= B27/4， 如 令 Ax= VAXt，Aps= vwAp:， 划 


Oo 
0 


就 有 ArAp。 = /2 而 在 谐振 子 的 其 他 状态 ， 可 得 A:AD 
> /5。 因此 ， 一 般 可 表示 为 AvAp>>F/2, 自 此 不 各 过 可 
以 看 出 ，x 坐标 和 动量 的 “分 量 p。 不 能 同时 测 得 准确 数 全 
如 < 的 不 确定 讼 较 小 , 则 Pp. 的 偏 莽 就 较 大 。 上 述 不 等 式 虽 总 
符 殊 情况 得 出 的 ,但 它 是 普遍 成 立 的 ， 而 且 还 相应 的 关系 
式 : AyAp,>>H/2 ， AzAp:>h/2。 这 三 个 不 等 式 就 是 蓝 名 
的 测 不 准 关系 式 〈 坐标 及 动量 的 )。 
前 面 已 讲 过 ， 对 于 任 二 不 可 对 易 的 力学 量 ， 均 不 能 同 
87 


不 对 品 ， 革 Ch, ey = 1 ， 则 其 包罗 方 侦 关 


(AFy: 6G) 泥 同 车 为 零 ， 且 广 满 是 下 下 述 测 不 准 关系 | 


本 
CA 人 ia CAB): > . 《5-23 ) 
谈 久 ， 尖 虚 下 述 这 个 明 吧 成 立 的 不 等 式 
7G) = - (EAP +IAGyy | dr C 6-24) 
其 再 为 任意 波 范 数 ，5 为 任意 实 参 数 。 将 不 等 式 左 端 展开 
( 注意 AB, A 人 的 厄 密 性 )， 有 
1(&) = jesaF iAGIPI* LCEAF + iAG)Wdr 


= [cARy)* -i AGP) SICECAPY) + iCAGY) Jd 
= wpdr + fyec AB AG ~ AG AF)ydr 


八 
+ {pe CAG) yar 《5-258 7 
CR, GI= CP-F, EG -GI=[AF, AG 
=iKk | ( 5-26 ) 


将 《5-26 ) 代入 ( 5- 25 ) 式 ， 并 注意 到 平均 值 公式 ， 得 


T(E Y= (AGB)sE2- KE + (AG): >>0 ( 5-27 ) 
对 于 任意 实数 5， 都 要 求 1(5) 之 0， 必须 要 求 
CAR ， BsE 


(证 比 ) 
所 
388 


交 措 出 此 偏 革 《 不 俐 用 定 


不 浴 闫 这， A{1AE 
“5 )》 起， 但 其 物理 意义 巡 然 不 
起 妃 学 变量 。 而 只 是 一 个 参 呈 ， 
站 测 否 淮 关 系 中 的 Af 就 不 表示 测 吕 的 均 方 根 像 券 ， 况 AA 
>>1 /只 能 表示 能 其 这 个 动力 学 变量 取 值 的 不 确定 底 人 五 与 
豆 征 体系 改变 率 的 时 间 间 隔 At 的 关系 。 由 于 t 不 是 力学 量 ， 
赦 册 加 痰 不 十 了 时间 + 和 荣 力 党 晤 对 易 与 否 的 问题 ， 民 此 + 与 
斑 的 涵 不 准 关系 就 不 伦 由 《4-?8 ) 导出， 而 应 由 其 他 方式 导 
外 ( 习题 5-14 )- 

出 测 不 准 3 
的 平均 能 量 户 


: 子 的 零点 能 予以 说 明 。 振 子 


而 由 于“ 三 0 和 8 =0( 人 参见 习题 5-2? 及 解 )， 即 有 Ax = 
-x= “和 Ap=n- p= pi A 
将 性 等 式 代入 (529 ) 式 后 能 量 平均 值 即 为 


-一 
ea raat amt 


”出 测 不 准 关系 知 ，(Ap): 和 (Ax)' 不 能 同时 为 零 ， 因而 互 的 
景 小 值 也 不 能 为 零 ， 而 必须 是 有 限 正 值 。 为 求 巨 的 最 小 值 ， 
在 测 不 准 关系 中 取 等 导 ， 即 (AD = hz2/4TR5E ,代入 
〈5-30 ) 式 后 ， 可 得 . 


2 1 


Po CA 


th A C5-31) 


将 此 式 对 CA2>) 求 最 小 值 ， 即 可 得 互 最 小 值 为 ho 。 这 就 
是 谐振 子 基态 能 量 ， 称 为 零点 能 。 谐 振子 具有 有 限 的 零点 能 
是 粒子 波动 性 最 独特 的 表现 之 一 ， 从 实验 上 证 实 它 的 存在 有 
很 大 意义 。 首 先 在 实验 上 发 现 零点 能 是 低温 下 天 射线 在 晶体 
中 的 散射 试验 。 如 无 零点 能 ， 在 了 ~> 0 时 晶 格 就 无 振动 ， 则 
X 射 线 与 晶 格 的 相互 作用 以 及 散射 是 不 会 发 生 的 ， 而 实验 否 
定 了 此 点 ， 证 实 了 零点 能 的 存在 。 


55-6 表象 理论 简介 


前 儿 节 中 叙述 了 量子 力学 的 一 些 基本 原理 及 力学 量 间 的 

习 关 条 。 和 在 这 些 叙 述 中 ， 体 系 的 态 是 以 坐标 为 变量 的 波 函 

来 注 写 的 ， 而 力学 量 以 作用 在 这 种 波 函 数 上 的 算 符 来 表 
法 是 子 力学 中 恋 和 力学 量 的 具体 表述 方式 入 为 表象 。 前 面 
我 们 采用 的 夫 象 称 为 坐标 表象 ， 波 函数 为 罗 (r，t)， 力 学 量 
Qtr，P ) 用 算 符 Ql(r，~ihy) 表示 。 但 表述 方式 ( 表象 ) 
非 此 一 筝 ， 还 可 用 其 他 变量 的 函数 作为 波 函 数 来 描写 本 未 的 
态 ， 即 还 有 另外 的 表象 。 本 节 将 简要 叙述 ， 坐 标 表 和 象 与 其 他 
兴 当 的 关系 受 由 一 各 天象 才 及 算 符 ) 变换 到 兄 一 衣 旬 的 方 
法 。 
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一 、 态 的 表象 
如 体系 的 态 用 波 函 次 图 (t，+) 描 写 称 为 坐标 表象 ， 但 它 
还 可 用 另外 的 方式 来 描写 。 设 一 力学 量 的 算 符 旬 具有 分 并 本 
征 基 QQ，…Q,…， 对 应 的 本 征 国 数 为 atr)，xzztr3， 
uC), 汗 组 成 正 交 归 一 完备 函数 条 9 HE ‘ i i ) 可 按 
{ u(r?) } 展开 


Hr )= LO, 5 
sh ， t) ~ Cty 《 5-32 》 


Ot) = en ta dz 《5-33 ) 


74 和 0， C, 《四 装 移 埋 音 义 在 :体系 从 王 时 属 1) 所 描述 
:下 ， 注 得 力 演 量 日 为 9, 的 几率 应 为 | C.D |。(5-32》 
5-33 把 运 一 组 系 六 {Ci} = Cf) Clf}y, 
Ck? 机 +) 联系 起 来 ， 央 此 式 们 开 就 可 用 这 组 系 
{ft } 代 蕉 《1， 让 详 挡 写 该 状态 。 我 们 也 误 可 将 
{ Galt) } 称 为 该 人 如 己 为 和 BE 量 算 
符 和 全、 体系 的 能 值 为 一:， 瑟 :，… 五 。， 相应 前 本 征 乓 数 系 为 
{ yr) ， 即 可 将 忆 ( 力 展 成 ， 罗 (= C(t Yai) 


I 


了 
抽 堆 
不 1 


在 坊 W (tr，+ ) 下 测 得 能 值 为 五 ,的 几率 为 1C,Ct)1:。 显然 ， 
这 组 系数 (CCH) } 可 代 粮 罗 (7 请 来 描述 该 状态 。{C.C)} 
妆 态 在 日 素 象 ( 能 量 表 象 ) 中 的 波 函 数 。 

述 内 容 可 看 出 ， 这 种 表象 概念 与 几何 学 中 坐标 系 的 
本 机 肌 。 太 几何 学 中 空间 的 个 最 A 可 在 一 个 坐标 
芭 员 用 三 个 分 量 ( 41，A4;,，A, ) 来 描写 ， 也 可 用 它 在 另 一 
和 村 系 中 的 守 个 分 量 ( 4 人， 来 条 和。 与 此 类 似 ， 
在 量子 力学 中 ， 电 坊 矢 量 ， 选 取 一 


态 
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个 特定 的 外 表象 ， 就 相当 于 选取 一 特定 的 坐标 系 ， 表象 中 
的 本 征 鹉 数 机 ，zz，*…4, 为 这 一 表象 中 的 其 矢 ， 这 相当 于 举 
标 系 中 汐 单位 僚 i,j,k， 波 函数 {Cl 让} 是 态 笑 量 在 Q 表象 中 
各 藏 矢 “ 方 惫 ”的 分 量 ， 相 应 于 几何 学 中 的 坐标 分 量 。 在 几 
何 学 中 人 矣 基 的 三 个 空间 分 量 是 可 表示 该 矢量 的 ， 在 量子 力学 

中 态 插 在 其 表 象 中 党 基 僚 “方向 ”的 分 量 的 集合 也 就 可 表示 


态 和 所 


上 还 记 论 符 基于 力学 最 只 有 分 立 本 征 值 的 情况 ， 现 类 
看 一 下 @@ 的 本 征 值 为 连续 谐 的 情况 。 设 Q 的 全 部 本 征 值 Q， 
组 成 连续 注 ( 4 可 连续 变化 ) ， 对 应 的 本 征 函 数 为 &(r), 则 
WW (r， 站 按 扣 的 展开 式 可 表 为 

wlr, +) = [CC a2 ( 35-34 ) 
可 党 出 比 式 与 《 5-32 ) 相似 ， 只 要 将 7 换 为 连续 变量 4, 把 对 
的 东 福 号 号 换 成 对 4 的 积分 J44， 即 由 (5-32) 的 形式 变 为 


【532 了 。 须 指出 这 种 类 比 似 的 推广 ， 还 涉及 到 连续 谱 本 
生 汐 履 的 正 交 曙 一 化 问题 。 限 于 篇 幅 ， 本 书 将 不 对 此 作 严 格 


人 


曾 详 细 的 讨论 ， 仅 指出 wx 的 正 交 “ 归 一 化 ”可 用 6 函数 来 表 
2 人 于 3 靖 数 参见 附录 三 )， 即 
| 0 9 A 和 SA 
DumGDdr=6 -HD={ 
J Co, A 二 多 
{ 3-35 了 


六 g 的 数 而 言 ， 还 有 一 重要 性 质 〈 附录 三 ) , 邑 
| 6- of)ds = f(a) 
之 样 ，( 5-84 ) 中 的 Ci( 才 即 可 天 为 
Ca(t)= [Ydr (5-36 ) 


将 让 
fa JusCr dr={{ fc unay] u(r) dr 
=(cn {fener ydr] 
= [C5 -Ddi=C) 
这 CD 就 是 @ 表 象 中 的 波 国 数 。 动 量 慌 象 即 属 此 类 。 兰 虑 
一 维 的 情况 下 ， 动 量 p = - 韦 。 的 本 征 函 数 是 (见习 题 5- 5 


的 解 ) 


i 
XxX 
1 i 了 


= ae 
pr 7 (2rh )1/: 


是 在 ( - ceo，eo ) 范围 连续 取 值 的 本 征 值 。 这 样 ， 体 系 的 
仔 意 状态 四 (2z， 旭 以 加 kx) 为 基 矢 的 展开 式 为 


i 
, DX 
WS, = 一 了 wc, Je fd (5-37 

上 (2 )172 pri) DP ov > 


而 动量 沾 象 的 波 明 数 CCp，7) 划 为 


i x 
Clp, 1) = | 到 Geops ne dx 


Coa)? 
 , (5-38) 
二 、 算 符 的 表象 
了 既然 在 不 同 表象 中 ， 态 的 淡 卫 数 的 形式 不 同 ， 奢 么 作用 
于 波 函 数 上 的 力 堂 量 的 算 符 的 形式 也 就 与 表象 的 选取 有 关 
了 。 兹 讨论 如 下 。 
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ee me wn ee ee em err a ronvmnre 


设 在 x 表 象 中 ， 力 学 其 CG 的 算 符 类 为 G ( 2 了 2 )， 


当 它 作用 于 波 隔 数 加 (x，1) 后 ， 得 一 新 波 畏 数 
八 
D(x, 1) = G (x%, -ih oY 0, 1) (5-39 ) 
并 设 在 Q 表 象 中 ， 波 四 数 次 (x，t ) 和 万 (2 1 ) 分 别 表 为 
(C arty, ast), og (ty ) EOE), bat) ,0b Ct) ee), 
如 
V(x, 1)= Ea.)u, (xX) ( 540) 


Dx, 1)= SO, tu, (Xx) (5-41) | 


式 由 zz) 为 日 的 本 征 函 数 。 将 此 一 式 代入 (5-39 ) 得 


Sb, (Hu,CX) = va,(t)G(x, 一 ih un(%) 


以 4 六 x) 乘 上 式 ， 再 对 整个 空间 积分 ， 并 注意 到 4,(x) 的 正 
交 归 一 性 ， 其 结果 为 


公 0 
b(t) = Ya (x YC CX, iD) (x) ds 


(5-42 ) 
他 Cn -| (i G(x, - ih (dx, 则 (5-42 7) 式 可 
一 一 一 一 


Oil(t)y= SGaa(t) (m=1,2,3,°.) ( 5-43 ). 


( 5-43 ) 式 表 示 ， 在 Q 表 象 中 态 甸 的 波光 数 {6,.41) } 是 由 

{ Gm } 作用 者 态 罗 的 波 函 数 { ov( } 而 得 到 的 。 这 就 意味 

闫 不 辐 下 标 m， 7 的 所 有 元 素 的 集合 { C. } 就 是 算 符 G 在 - 
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Q@ 琢 象 中 的 表示 。 用 线性 代数 的 知识 可 将 ( 5-43 ) 式 二 为 从 
阵 形 式 
ft ) Ca fGen(t) | 


b,(t) | Cr G2 “Go : az(t) 
: | 二 oo : . (5-44) 
Ma | G1 GG | oo 


具体 说 来 拓 阵 CG 就是 0 表象 算 符合 的 表示 。 

类 此 ， 可 得 日 的 本 征 值 为 连续 雍 时 算 符 的 表示 。 以 坐标 
算 符 x 在 动量 表象 中 的 表示 为 例 对 此 加 以 说 明 。 在 坐标 表象 
由 坐标 算 符 就 是 其 本 身 x， 而 动量 = - 让 的 本 征 轩 


i 
五 2 ;大 Xpn(X) = 一 运 0 


. ， 四 
数 为 polX) 一 (2rh yf/2 © ap 


r(x) 。 可 得 在 动量 表象 中 的 表示 
个 _[ ， 2 _ih (fs vdx 
区 = fy ?00x yo dx = ih 0, [yprdx 
(5-45) 
y ;的 时 一 化 用 6 函数 表示 。 由 6 函数 的 性 质 ， 可 得 
- 一 ih 如 考虑 三 维 情况 可 志 为 x=-h32-。 


85-7 狄 喇 克 符 号 


由 于 狄 喇 克 符 号 运算 简捷 且 可 不 放水 及 具体 表象 ， 夏 故常 
为 量子 力学 的 理论 志 述 所 采用 。 在 固体 物 钙 及 量子 化 学 论文 
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中 也 常 出 更 ， 故 有 必 姿 介绍 它 。 限 子 篇 幅 ， 只 作 皂 妆 介绍 。 
一 、 右 矢 及 左 矢 
量子 力 尝 体系 的 一 切 可 能 状态 构成 了 一 个 完备 空间 ， 这 
一 空间 是 -抽象 的 线性 空间 。 这 空间 前 矢量 用 一 个 叫做 布 儿 
的 符 妇 |> 守 示 。 若 要 标志 某 个 特定 的 态 ，。 可 在 |> 内 标 上 一 个 
记号 。 如 如 表示 波 明 数 y 描 述 的 状态 对 于 本 征 态 ， 人 常用 认 
征 值 或 相应 的 量子 数 标 人 在 右 矢 内 。 各 |E ,> 或 |n) 表 示 能 最 


的 本 征 在 ，|1m) 农 未 《 全) 的 共同 本 征 态 ，|y 天 示 动 
量 的 本 征 态 (本 征 人 为 P )。 与 j > 相应 ， 堪 矢 4j 起 示 共 叔 空 间 
的 一 个 抽 娟 矢量 。 如 Y| 起 yp> 的 复 共 思拓 量 ; 《x | 是 ]% 人 人 》 胸 
复 共 辊 。 
坊 炙 量 空间 是 一 种 线性 复 从 量 空间 。 右 条 与 右 矢 ， 左 炙 
与 左 矢 可 以 棚 加 ， 但 布 矢 不 能 与 左 矢 相 加 。 左 矢 与 右 矢 可 以 
相 乘 ， 妈 所谓 标 积 。 矢量 1y) 与 19> 的 标 积 用 | p》 的 共 轿 《91 
与 8》 相 乘 ， 表 为 《LO1y》， 琢 有 《P19 = <y19》。 若 < 
-” 风 黎 | 共 与 19) 正 奖 。 大 I? 是 归 一 化 矢量 则 C19? 
。 如 素 的 本 征 ; 态 是 正 交 归 - 一 的 ， 则 < 下)》= 6,;。 连 ， 
雹 请 条 征 坊 的 正 交 “一 2 性 可 用 号 二 站 业 示 加 到 相生 和 
落 矢 4%/ 1xy 》= 6 Xx! 一 XY )， 动 量 农 家: 《p57>= 6(p4 
2) 1 
二 、 态 矢 在 具体 亲 象 中 的 表示 
上 上述 内 容 中 态 的 表示 还 是 一 个 抽象 矢量 ， 尚 未 涉及 具体 . 
的 表 级 。 现 讨论 态 矢 在 具体 表象 中 的 表示 。 设 巨 表 象 的 基 炙 
为 IR>， 任 意 态 矢 jy 可 用 18) 来 展开 
| 办 = co 从 “5-46》 
据 基 矢 的 正 交 归 一 逢 可 得 2 = 《Al 办， 它 表 示 9》 在 基 矢 上 
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的 投影 ， 这 样 就 有 
[y= Chly le S18 kl IY) 《5-47 > 


由 于 《5-47 ) 中 的 1 是 任意 的 ， 国 此 有 过 > Rk| 1, 对 于 
有 交情 吏 ， 以 天 和 及 襄 胃 。 < 天 象 和 东 失 为 |》 
任意 态 和 | 妙 可 表 为 
上》=| kzlgods (5-48 ) 
在 具体 表象 中 ， 两 矢量 的 标 积 就 可 表 为 
《| 区 > = > 六 人 7 六 让 从 全 > 一 六 EWR>hIY 
(5-49 ) 
So hI 6t= Ch 9 = Pl， 训 CPIYY = bai 对 
连续 谱 的 情况 仍 以 x 表象 为 例 。 由 (5-48 ) 式 可 知 波 函数 
0) 相 轴 乒 Ce 1 条 积 可 如 下 计算 
‘oly = faecplsy ly = fpr yer) de 
| ~ (5-50) 
至 二 算 符 对 埠 的 作用 可 由 此 作 一 简 变 叙述 。1y》 经 驻 作 用 后 
变 为 |?》， 去 为 17>= 人 9y。 如 荚 定 避 方程 即 可 表 为 访 - 一 


1y>= 如 1yy， 而 它 在 具体 的 表象 (如 Q 表 象 ) 中 的 表示 ， 


可 由 0 表象 的 基 矢 |) 通过 eu = 《4| 办 及 再 ,; = 《8 五 17 > 而 
得 | 


ih Ochly) = C41 = | 全 lo 
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A ( 5-51 ) 
此 即 苗 定 这 方 程 在 人 表象 中 的 表示 So 


小 . 结 
本 章 主要 讲述 了 量子 力学 的 一 些 基本 概念 及 基 本 假设 
( 原理 ) 。 现 将 已 讲述 过 的 量子 力学 的 基本 假 设 ， 归纳 于 
下 : 

、 微 观 体系 的 状态 由 波 晃 数 岁 所 完全 描写 。 归 一 化 波 
函数 的 平方 I(r 给 出 了 tt 时 刻 在 ?点 附近 找 到 粒子 
的 几率 密度 。 波 遇 数 在 其 空 量变 化 的 爹 部 区 域内 应 单 值 、 有 
界 、 连 续 。 

二 、 量 子 力学 中 ， 学 量 Q 用 一 线性 厄 密 算 符 G 表 
未 而 的 环 信和 7 所 决定 罗 所 有 本 征 人 :的 集合: 
就 是 相应 的 力学 量 Q 在 微观 体系 中 所 有 可 能 取 值 ， 亦 即 实验 


中 的 所 有 可 能 测 值 。 如 体系 在 Q 的 属于 本 征 值 4, 的 本 征 态 由 
中 ， 则 Q 有 确定 取 值 4,， 如 体系 处 于 任意 状态 p， 则 力学 量 Q 
和 有 和 条 信 信 ， 基 中 理 本 征 人 间作 事 jar 
、 状 态 的 线性 亚 加 原理 。 
四 、 微 疯 体系 的 状态 随时 间 的 改变 由 含 时 笑 定 请 广 
程 让 5 = 仓 严 所 决定 。 


再 加 上 下 章 将 要 讲 到 的 全 同性 原理 ， 就 构成 了 非 相 对 论 
量子 力学 的 公理 系统 。 整 个 量子 力学 的 内 容 都 是 在 这 些 假设 
的 基础 上 展开 的 。 因 而 上 述 妇 纳 不 仅 可 作 本 章 结 语 且 可 作为 
量子 力学 理论 的 概述 。 不 过 应 指出 ， 量 子 力学 的 基本 假设 有 
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不 同 的 表述 方式 ， 上 述 方式 是 以 坐标 玫 象 为 基 础 的 一 种 表 
述 。 另 外 ,有 的 表述 未 将 释 加 原理 列 入 , 因 其 已 含 于 另外 的 假 
设 中 了 ， 但 为 强调 其 重要 性 本 书 也 将 它 单独 列 为 基本 假设 。 
本 章 还 简介 了 表象 理论 和 狄 喇 克 符 号 。 
习 十 
5-1 据 付 立 叶 变 换 理论 ， 可 将 动量 几率 分 布 函数 C(p， 
1) 表 为 
、 本 i 
Clp, 1) = (2ah)"/| WW (r,t)e nP'" dr 
由 其 递 变换 ， 实 可 将 波 函 数 它 (r， 寻 表 为 


Wr, D= Cr/ Cip, peEP’ ' dr 

试 证 ，( 1 ) 如 到 人) 是 归 一 化 的 ， 则 CCp，,t) 也 是 归 一 化 
的 (2) | ce,ppCp,Ddm=| Yer, 1) (ihvy 
W dr, . 

5-2 试 求 氮 原子 基态 时 的 7 及 旁 能 平均 值 。 试 求 一 维 

级 性 谐 拍 子 基态 时 的 和 万 。 

5-3 证 明 对 于 库仑 场 T=-EE，U =2E。 
5-4 求 算 符 有 = ei 6， 的 本 征 函 数 。 
V5-5 求 动量 算 符 的 本 征 函 数 。 
V5-6 对 于 一 维 运动 ， 求 吓 + x 的 本 征 函 数 和 本 征 什 。 


进 辐 术 《 p + Xx)? 的 本 征 信 。 人 
“5-7 访 判 断 下 述 二 算 符 的 线性 厄 密 性 ，(1) 工 =r 


x py (2) speo 
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ee ee ee -一 一- 


v 5-9 试 汪 Cs pu ] = 市 ， [并 ,人 3 ihL., Ch, 
L. .j=0, Cy, ps1=0, 

5-18 试 利用 测 不 准 关系 鸽 算 核电 苟 为 Ze 的 双 谍 子 系 子 
的 基 恋 能量。 

5-11 在 一 维 匹 限 深 方 势 兴 中 ， 已 知 虐 宽 为 22， 试 用 测 
不 准 关 系 估算 零点 能 。 


“5-12 试 证， 车 . 厅 ，GDI=0， 则 乱 符 户 与 G 有 有 共 洒 本 
A 


征 函 数 系 。 、 
人 5-13 以 = ，x 也 表示 软 道 角 动 量 。 证 其 在。 的 任 
意 本 征 态 下 ， 天 -和 克 , 为 霍 。 
“5-14 坊间 不 显 会 时 间 4， 则 in。 WW=Hw 的 任意 多 


六 有 关系 : vd func 且 JWW dr。 几 此 式 
江 明 ， 营 体系 的 伯 不 显 合 f， 则 到 AtABB 之 Th。 


6- 刘 试 冰 生 标 r 在 动量 表象 中 的 算 答 售 。 
5-16 车 纺 和 瑟 为 相应 的 本 征 


入 ,而 是 出 现在 中风 人 六 参数 ， 列 有 有人 < 1. 


[so 


(费时 -和 恩 尔 要 定理 ) 
第 六 章 ”电子 自 旋 泡 利 不 相 容 原理 
总 尔 的 量子 论 解 释 了 一 些 光谱 规律 ， 从 第 四 章 看 到 它 所 
得 到 前 所 原子 能 级 与 求解 功 定 刘 方 程 的 结果 也 是 一 致 的 。 但 
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是 ， 泪 着 实验 技术 的 发 展 ， 出 现 了 一 些 用 前 述 理论 所 无 法 解 
释 的 现象 ， 如 碱 金属 的 双 线 结构 、 反 常 塞 曼 效 应 及 斯 特 息 - 
草 拉克 实验 。 为 解释 这 些 现 象 ， 乌 伦 贝克 与 高 德 斯 密 特 在 
1925 年 提出 ， 电 子 还 应 具有 自 旋 运动 。1927 年 ， 泡 利 又 提出 
自 旋 算 符 及 自 旋 小 函数 将 它 纳入 量 了 力学， 当然 这 仍 属 电子 
自 旋 的 唯 象 理论 。1928 年 犹 咯 克 提出 电子 的 相对 论 波动 方程 
后 ， 忆 子 的 自 施 性 质 可 由 该 方程 自然 地 得 出 ， 限 于 篇 幅 ， 关 
于 此 内 容 本 书 将 不 介绍 。 本 章 在 介绍 了 自 旋 算 符 及 自 旋 波 函 
数 乓 ， 还 将 介绍 泡 利 不 相 容 原 理 及 原子 的 电子 过 层 结 构 。 下 
面 将 先 介绍 从 实验 事实 引入 的 自 旋 假 设 。 


$6-1 电子 自 旋 假设 


至 接 说 明 电 子 具有 自 旋 
是 斯 特 恩 - 草 拉 克 洋 
2 年 )， 现 述 如 下 。 在 
的 容 才 中 ， 使 一 细 
来 处 3 起 (1=0) 的 迄 原 子 遂 
过 一 个 全 均 勺 嫉 场 ， 设 射 到 照 
片上 上 。 如 按 前 述 儿童 的 理论 
《 则 万 粒子 自 泡 的 量子 理论 )， 
让 于 扎 原 闻 站 处 于 态 的 ， 具 
电子 纱 核 运 动 的 轨道 赔 抵 为 
等 , 风 毛 原子 束 涉 会 发 生 偏 转 。 
但 从 给 结果 却 发 现 射 线束 方向 图 6-! 
食 关 ， 且 在 其 相片 上 出 现 两 条 分 区 的 谱 线 (区 6-1 )。 这 
说 是 泛 琵 原子 有 磁 征 、 而 及 还 有 两 个 空间 取向 (量子 化 


FA 
A 


- 
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芍 ) 。 其 理 如 下 。 设 原子 的 磁 垂 为 M， 则 它 在 洛 > 方向 的 外 
磁场 对 中 的 势能 I = - 邓 炒 :cosg， 其 中 4 为 万 子 磁 矩 和 外 磁 


场 间 的 光阴 。 原 子 企 z 方 向 的 受 力 即 为 ， 开 -= - 8 


= -32 二 -covg。 这 样 ,如 出 在 空间 可 任意 取 向 ， “os 如 可 


从 +1 连 续 变化 到 -1， 如 此 ， 在 照片 上 将 是 连续 说 、 而 实 
验 结果 只 得 到 两 条 分 立 谱 ， 相 应 于 cosg 取 - 1 和 + 1 。 这 就 
说 明 ， 这 些 原 子 有 磁 矩 旦 取向 只 有 两 个 。 实 验 进一步 测 得 此 
则 值 为 一 屁 尔 三 子 。 这 磁 矩 从 何 而 来 呢 ? 显 然 ， 它 既 不 是 
子 绕 核 运 动 的 “轨道 ” 角 动 量 产生 的 ( 因 1 = 0 )， 也 不 是 
原子 核 的 磁 矩 ( 因原 子 核磁 矩 其 小 于 正 尔 位 子 ) ， 它 只 能 是 
电子 本 身 具 有 的 固有 侯 算 。 

除 上 述 实验 外 ， 钠 光谱 的 双 线 结构 及 反常 塞 曼 效应 均 表 
明 电 子 确实 具有 上 述 固 有 磁 矩 。 乌 伦 贝克 二 人 分 析 了 这 些 实 
蛤 现象 后 ， 提 出 了 电子 自 旋 的 假设 ， 述 之 于 下 ; 

1，。 每 个 电子 都 具有 自 旋 角 动量 $ ， 它 在 空间 任何 方向 
上 的 投影 只 能 取 两 个 数值 

i 


2. 得 个 电子 都 县 有 自 旋 磁 矩 绪 ,.， 且 有 
eo > 
M., = he Ss (6-2 ) 


式 中 一 8, 为 电子 电荷 ，4 为 电子 质量 。M 在 空间 任意 方向 的 投 


只 能 取 两 个 数值 ， 必 := 二 2。 = + ma，ma 是 孩 尔 碰 子 。 


骨 此 可 得 电子 自 旋 的 回转 磁 比 率 为 ，M ,,/S:= -evyuc。 
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$6-2 自 旋 算 符 及 自 旋 波 函数 


乌 伦 贝克 他 们 提出 电子 自 旋 假 设 时 ， 是 将 电子 自 旋 视 为 
绕 本 身 轴线 的 自转 ( 象 地球 的 自转 ) ， 但 很 快 发 现 这 是 错误 
的 ， 因 为 这 与 相对 论 抵触 。 它 的 角 动 量 就 不 能 用 i xp 表示 s 
自 旋 运 动 没 有 经 典 对 应 ， 它 反映 了 电子 本 身 所 固有 的 运动 属 
性 ( 亦 称 内 豪 属性 ) 。 显 然 要 确切 地 描述 电子 的 运动 ， 就 需 
对 量子 力学 而 言 ， 就 得 考 虚 如 何 表示 自 旋 角 动量 - 
这 一 力学 量 。 为 此 我 们 引入 - .个 算 符 $ 来 表示 它 ， 当 然 $ 应 


是 线性 尼 密 的 。 8 与 其 三 分 量 应 遵从 对 易 关系 ; 
[S$,, $= 赴 S .CS $= ihS,, CS $="ihs,, 
C6-3) 


个 
Cr ~ 


[CS £3=C0, 9 = C6, .1=0 C073 
为 简 合 起见， 引入 无 量 纲 算 符 ( 泡 利 算 符 ) C， 它 与 人 的 关 
0o， 其 三 分 量 的 对 易 基 系 为 
CO DI G0 CO, HY -2i0， 
八 八 八 | (6-4» 
Lo; 7 Ox 2 = 21i0, . 
由 于 S 沿 任何 指定 方向 的 投影 只 能 取 十 ha/2 前 值 , 即 区 、 全 、 
$ :的 本 征 值 都 应 取 圭 /2， 故 0 的 三 分 量 史 、 Oy、 Os 7 的 本 征 
值 只 能 取 上 1 而 0%、 02、 0 的 取 值 只 能 是 1， 即 得 


(单位 算 符 ) (6-5) 
得 部 、 人 ON、 人 .是 反对 易 的 
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八 八 八 仆 八 


GxQy = ~ OvOs (= :ig,) 
信人 个 人 《6 - 

四 人 
oo- -CC = 10v)》 6 
改作 个 个 
Iax = 一 Oxgz 《 -i0,) 


《6-5 ) 、 (6-6 ) 式 及 0 的 线性 厄 密 性 完全 疗 中 光 利 帘 名 
的 代数 名 : 质 ， 亦 可 淮 知 S 的 代数 性 质 ( 见 1 -2)。 下 如 将 
讨论 0 在 具体 表象 中 的 形式 。 

习惯 上 选 S, 表 象 ( 即 c: 为 对 角 惩 阵 的 表象 ) ， 储 点 表象 
中 ，o: 纪 能 取 土 1， 所 以 9: 和 矩阵 可 琢 为 | 


?7.=[ 1 1 《6-7 ) 
再 出 9 的 上 述 代数 性 质 还 可 得 5. 矩阵 ( 习题 6-3 ) 
2 Se ee 


(6-7 ) 、(6-8 ) 就 是 著名 的 泡 利 岳 阵 。 在 co.，5。 的 
三 征 阵 前 乘 . 上 3/z， 即 分 别 为 S.、 S$,、 3. 的 和 

以 上 讨论 了 自 迹 算 符 的 问题 ， 现 在 来 讨论 自 旋 状态 及 自 
旋 波 函 数 的 问题 。 我 们 说 ， 由 于 电子 具 (有 自 施 ， 指 述 电子 所 
处 的 状态 ， 就 需 变 加 进 自 注 $. 这 个 自由 度 ， 电 子 波 区 数 即 
写 为 ， 罗 = 玉 (，y，z，5;，f)。 由 于 5。 只 能 取 /2。 
故 泪 函数 实际 可 写 为 下 述 的 两 个 波 函 数 
h 


Y= WN, ys 之 ， 了 ft) 
， 五 《6-9 ) 
W ,= VW,(%, ys Zs 一 了 1) 


当 S 取 上 太 的 二 阶 方 阵 时 ， 就 要 求 波 二 数 让 二 行 一 列 的 第 
阵 。 在 S ,为 对 角 逢 阵 的 表象 中 罗 为 
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WV (%, 9 人 之, + n, 1) | 


2 
P= ( 6-1%) 
Wr, Ny 2 一 > 1) 


对 “Wr 还 必须 考 虐 对 自 放空 间 求 和 
也 < 1 M/E BY WW 1 -~ 
ss , 仿 ， je Ds tld -J 2 ] 人 也 ， J 
= [+ l,l ydr=1 (6-11) 
儿 开 弓 论 #H 皇 业 及 其 转 置 项 往 阵 … 的 积 表示 
(FY 29 ty)= WW = ctw (yy ! ] 
= 到 到 rr 到 到 (6-12 ) 
其 中 YW ,、 四 二 在 人 3。 2z) 附 近 单 位 
体积 中 找到 自 拖 5.= 2 的 电子 之 几率 。 
当 电子 的 自 旋 和 中 t 轨 道 运 动 之 间 的 相 五 作用 其 小 时 ， 此 
时 波 函 数 凡 可 分 离 变 量 ; :有 即 
wlr, Ban ty = Wr, 1 XB,).. .. 《6 13) 
式 中 X(S,) 是 算 沽 5- 的 本 征 函 数 ，: 即 自 施 波 函 靳 。 5 的 本 


征 方程 为 2 交流 ( 双 。) = 二 /2X(S。)s 如 以 表 自 族 为 8 /2 


的 没 函 驻 , 光志 表 自 自主 为 D2 的 让 的 数 ， 出 杰 征 方程 可 拇 
为 如 下 形式 | 
Sy hy SO 
9 YX DX 1= 4 #0 
hr i A 


1 ， 
四 人 


沐 全 是 一 阶 方 阵 ， 故 在 S_ 朗 象 内 ，) x 和 ,应 为 三 行 一 列 
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矩阵 ， 由 《6-14 ) 及 归 一 化 条 件 可 得 ( 习题 6-4 ) 
1 ! ~ 
4= [1] ， xf C6-15 > 

此 二 自 施 波 唤 数 彼此 正 交 : x 坟 X= 50 1[ 0] = 0。 

用 上 述 电 子 自 旋 的 理论 ， 不 难 对 反常 塞 曼 效 应 及 钠 原 子 
双 线 光谱 作出 解释 ( 见 下 章 ) 。 电 子 自 旋 的 理论 在 固体 物理 
学 中 《 特别 是 有 关 物 质 磁性 的 问题 ) 的 应 用 是 较 多 的 。 限 于 
篇 巾 ， 在 此 就 不 作 具 体 介绍 了 。 


8$6-3 ” 泡 利 不 相 容 原理 


一 、 全 同性 原理 

玻 色 子 和 费 米 子 1 

应 指出 ， 自 旋 不 仅 是 电子 的 固有 (a) 
属 和 性， 而 且 是 质子 、 中 子 和 光子 等 微 
观 粒子 的 固有 属性 。 我 们 将 质量 、 电 
荷 及 自 旋 等 固有 属性 完全 相同 的 粒子 
称 为 全 同 粒 子 。 如 所 有 电子 是 全 同 粒 
子 ， 所 有 中 子 是 全 同 粒子 。 在 经 典 力 A 
学 中 ,即使 两 个 粒子 的 固有 属性 相同 ，2 汶 
但 在 运动 过 程 中 它们 都 有 自己 的 轨 
道 ， 即 在 任意 时 刻 都 有 各 自 的 位 置 和 
速度 ， 这 样 ， 我 们 就 可 判定 哪个 是 第 

一 个 粒子 ， 哪 个 是 第 二 个 粮 子 ( 图 6- 图 6-2. 
2(a)) 这 就 是 说 ,能 区 分 这 两 个 粒子 "。 然而 。 在 量子 力学 
中 ， 却 完全 不 同 。 由 于 币 观 粒子 无 确定 轨道 ， 故 如 在 初始 时 
刻 发 现 两 个 全 同 粒子 在 不 同位 置 ， 经 过 一 段 时 间 后 ， 一 般 说 . 
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来 ， 在 各 处 均 可 发 现 这 两 个 粒子 。 这 样 ， 如 在 两 粒子 几率 区 
重 登 区 域 发 现 了 -一 粒子 ， 那 我 们 就 无 法 办 别 它 究竟 是 第 一 粒 
子 还 是 第 二 粒子 〈 如 图 6-2(8) ) 。 这 就 是 说 ， 微 观 全 同 粒 子 
是 不 可 区 分 的 ,这 是 全 同 粒子 的 特点 ,是 由 共 波 动 性 决定 的 。 

由 于 微观 全 同 粒子 的 不 可 区 分 性 ， 必 然 会 对 全 同 粒子 体 
系 的 状态 波 国 数 子 以 革 种 限定 。 为 简便 计 ， 以 两 个 全 同 粒子 
组 成 的 体系 来 进行 说 明 。 用 9 表示 第 一 粒子 的 坐标 ri 及 自 旋 
S.1， 用 4 表示 第 二 粒子 的 rs 及 Ss;s。 用 波 函 数 p(q1， 9g2) 描 述 
其 状态 。 当 两 粒子 互 换 后 ， 波 函数 写 为 %ga，9g ) ， 由 于 全 
辐 粒 子 是 无 法 区 分 的 ， 这 样 ， 互 换 前 后 这 两 种 情况 也 就 无 法 
区 分 。 所 以 只 能 认为 %(gi，9g) 与 多 gs，9gi ) 描述 的 是 同一 个 
量子 状态 。 这 就 是 说 ， 全 同 粒子 体系 的 状态 ， 不 因 粒 子 交换 
而 改变 。 此 即 全 同性 原理 ， 为 量子 力学 的 一 个 基本 原理 。 由 
全 同性 原理 可 导出 对 全 同 粒子 体系 的 波 函数 的 限定 。 还 是 以 
全 同 二 粒子 体系 进行 讨论 。 既 然 多 9，g2) 和 外 gg 表示 
的 是 同一 状态 ， 那 么 这 两 个 波 函 数 之 闻 只 能 有 一 个 常数 的 差 
别 ， 即 


Yq Qi) =CVW(C9，91) (6-16) 
式 中 C 为 常数 与 91:、94 无 关 ， 41 与 4: 互 换 后 有 ， 
(qs 91) = CI, 92) (6-17 ) 


将 上 式 代 入 《 6-16) 式 的 右 端 后 有 ; Y(41,92) = CY%(41,92)。 
由 此 可 得 C?= 1， 即 C= +1， 代 入 (6-16 ) 后 得 

pq 92) = + pq,, qi1) (6-18 ) 
上 式 取 正 号 时 ， 表 示 两 粒 互 换 后 波 函 数 不 变 ， 此 少 是 对 称 波 
函数 ， 用 ys 表示 ， 而 当 〈 6-18 ) 式 取 负 号 时 ， 两 粒子 互 换 后 
波 函 数 变 号 ， 此 乡 是 反对 称 波 国 数 ， 用 %4 表 示 。 上 述 讨 论 对 
个 全 同 粒子 组 成 的 体系 回 样 成 立 ， 此 时 《〈 6-18 ) 表 为 
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ee 


$d 1 
= + pd, ,di dd ) (6-19 ) 
因此 得 一 结论 ， 爹 同 粒子 体系 的 准 直 :，。 只 能 用 对 任意 两 个 类 
子 的 交换 是 对 称 的 或 反对 称 的 波 函 数据 ; 号 。 一 切 不 具有 这 种 
对 称 性 的 流芳 数 都 不 可 能 描写 全 同 粒子 体系 的 状态 。 
实验 表明 ， 自 然 界 中 存在 两 类 粒子， 一 类 是 连 为 h/。 
的 奇数 倍 《 如 电子 、 质 子 和 中 子 等 ) ， 称 为 费 米子 ， 由 费 米 
子 组 成 的 全 同 粕 子 体 系 的 法 函 八 必须 量 :反对 称 的 ; 一 类 是 
旋 为 零 或 h 问 数 俏 的 粒子 ( 如 二 介子 、 光 也 及 粒 也 等 )， 
称 为 玻 色 子 ， 出 瑟 色 子 组 成 的 全 园 粒 子 体系 的 波 函 数 必 须 是 
对 称 的 。 
二 、 泡 到 不 相 容 原理 
根据 全 国 费 米子 体系 的 变 驳 数 必 须 引 吕 反 对 称 的 ， 可 以 号 
出 泡 利 不 相 容 原型。 以 两 个 全 同属 米子 组 成 的 体系 来 讨论 。 
在 相关 虐 粒 子 闻 的 相互 作用 时 ， 体 系 的 哈密 蛋 量 症 《 设 不 最 
含 1 ) 可 以 认为 是 单个 粒子 的 哈密 顿 量 从 之 和 ， 妈 
f= Hy) + (6-20 ) 
因为 起 全 回 粒 全 ， 所 以 在 同一 焦 系 中 两 粒 子 的 哈 窒 顿 量 应 在 
相 问 的。 以 6:、 净 表示 的 第 i 个 本 征 值 和 李 征 沟 数 ， 有 
Ho(g.)¥: 0) = 5.¥$.(91) 
入 . 、 (6-21 ) 
HC(Q Ys) = ep (C92) 
划 洁 第 一 术 子 处 于 了 态 ， 第 二 相近 公 二 了 态 肝 ， 休 系 的 能 征 
为 已 =5+ejie 此 有 时 之 汶 师 数 即 为 


WV (gq,, 02) = :C91 i(g:) (6-22 ) 
如 第 粒子 处 开 7 态 ， 第 二 粒子 二 二 王 革 i 此 四 体系 从 J 能 最 
信 为 忆 =e;+2;， 人 i 体系 :小 函数 为 

W {gs, 91)= p942) (6-°3) 
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小 函数 ( 6-22 ) 及 (6-23 ) 既 不 是 对 称 国 数 也 不 是 反对 称 函 
数 。 而 爹 同 费 米子 体 系 的 小 函数 应 起 反对 称 的 ， 为 此 ， 取 二 
者 世 演 作 为 体系 的 波 国 数 
VW = gq) ~ Yq qi) 
= (GP G2) — YA p92) 
pq1) bilq2) | 


Bilg1) Wi(q2) ! 


2 三 然 是 反对 称 的 。 且 是 全 的 不 征 函 数 ， 对 应 的 本 征 全 为 
Be te C6 -24) 可知， 如 琴 党 米子 所 处 状态 相同 ， 则 
罗 ,= 40， 这 琢 明 不 能 有 两 个 费 米 子 处 于 同一 状态 。 由 更 详 
尽 的 计 论 ， 可 得 出 六 个 爹 同 费 米子 的 体系 的 归 一 化 反对 称 波 
戎 焙 ， 由 下 述 信 阶 行列 式 表 出 。 
pq1) Wil Qa) i dr) 

本 1 Cg) AA 


(6-24) 


' NI 
pa Cd) pia) ep dx): 
显然 在 略 去 粒子 六 相克 作用 的 情 襄 下 些 忆 4 是 属于 本 征 值 
为 有 ei 局 + 的 和 的 本 和 本 斤 。 抽 C6-， 5 ) 不 难看 
出 过 ,如 反对 称 的 ， 因 任何 两 粒子 闻 的 态 换 相当 
两 列 的 条 欣 。 行 列 式 必 改 变 符号 ， 并 且 ， 由 于 行 子 列 式 中 有 两 
行 相 加 ， 则 行列 式 为 零 ， 敬 如 有 两 个 或 两 个 以 上 的 费 米子 处 
于 同一 个 章 粒子 态 。 即 有 两 个 或 两 个 以 上 的 下 标 相 局 ， 由 
Y=0。 这 眉 明 不 能 有 两 个 或 两 个 以 上 的 人 金 同 费 米 子 处 十 同 
一 状态 ， 这 结果 称 为 泡 利 不 相 穷 蜗 理 。 泡 利 当 训 是 据 光 谱 分 
析 药 结果 提出 的 : 在 多 电子 体系 路 ， 不 能 有 两 个 或 两 个 以 上 
克 刺 子 处 于 相同 的 量子 态 。 在 多 电子 厦 子 市 ， 沁 子 的 量子 态 
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是 以 量子 数 米 表征 的 。 第 四 章 已 介绍 了 主 量子 数 n 、 角 量子 
数 全 及 位 量子 数 m。 而 电子 的 自 旋 ， 常 以 其 2 分 量 的 两 个 取 
值 十 /2 的 数字 十 3 来 开征 ， 其 文字 符号 表 为 m:，m: 称 为 


自 旋 做 量子 数 ， 习 惯 上 亦 称 自 旋 量子 数 。 这 样 ， 对 原子 体系 
而 言 ， 泡 利 原理 亦 可 述 为 ， 在 一 原子 体系 中 ， 个 可 有 了 央 个 薄 
两 个 以 上 的 电子 其 有 完全 相间 的 四 个 量子 数 C4,1, mms)。 


$6-1 原子 的 电子 党 层 结构 


众所周知 ， 元 素 的 性 质 呈现 周期 性 规律 ， 此 即 元 素 按 原 
子 序数 Z 排列 所 出 现 的 周期 性 ( 元 素 周期 表 ) 。 而 这 一 周期 
性 与 原子 的 电子 党 层 结构 ( 电子 在 原子 中 的 分 布 ) 有 关 。 现 
用 量子 力学 的 观点 来 对 此 加 以 说 明 。 

前 忆 亿 及， 原子 中 的 电子 构成 了 一 个 全 同 费 米子 体系 ， 
其 电子 的 状态 由 四 个 量子 数 (n、I、m 和 ms ) 决定 。 从 和 气 原 
子 这 章 可 知 ， 电 子 的 能 级 由 7 决定 。 但 应 指出 ， 对 多 电子 原 
子 体系 而 言 ， 由 于 电子 间 的 相互 作用 不 可 忽视 ， 其 电子 能 级 
就 不 仅 与 % 有关， 而 还 应 与 1 有关。 这 可 定性 地 加 以 粗略 涪 
明 。 对 于 /小 的 情况 ， 电 子 靠近 中 心 的 几率 大 ， 受 核 的 引力 
较 大 ， 央 此 能 级 较 低 ， 而 ! 较 大 的 情况 ， 由 于 电子 离 中 心 的 
平均 距离 较 大 ， 内 层 电 子 的 屏 项 作用 使 之 受 炉 的 引力 大 为 减 
小 ， 加 之 有 较 大 的 离心 势能 ， 故 使 能 级 增高 。 这 说 明 能 级 应 
与 1 有 关 ， 对 于 这 点 还 可 用 一 些 近 似 方法 予以 说 明 ( 习题 6 
-9 ) 。 由 于 能 级 主要 决定 于 ”和 1 ， 我 们 就 将 主 量子 数 相同 
的 电子 称 为 同一 “ 壳 层 ”的 电子 ， 按 =1，2，3，… 依 次 叫 
做 开 ， 了 ，M，N，… 壳 层 ， 而 在 每 个 壳 层 中 ， 对 不 同 的 
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又 分 为 几 个 次 党 层 ， 按 ! =0，1， 2 依次 叫做 >， pp, d, 


… 次 壳 层 。 下 面 我 们 就 来 谈 谈 ， 原 子 中 的 电子 怎样 填充 这 些 
光 尼 。 | 


、 由 于 泡 利 不 相 容 原理 的 限制 ， 对 主 量子 数 为 n 的 过 - 


县 就 只 能 客 纳 2n: 个 电子 。 § 4-2 节 告知 ， 对 某 一 确定 的 n 将 
对 应 着 ?个 不 同 的 状态 ( 不 计 及 自 旋 ) ， 如 券 虑 两 个 自 活 
态 ， 则 就 将 对 应 着 2n2? 个 完全 不 同 的 状态 ,这 样 , 开 MIN 分 
别 能 容纳 2、.8、18、32 个 电子 。 对 于 每 个 次 索 层 ,最 多 就 能 容纳 
2C21+1) 个 电子 ,如 1=2 的 d 次 光 层 最 多 就 能 容纳 10 个 电子 。 
、 填 充 次 序 ， 还 应 遵从 能 量 最 低 原 理 。 所 谓 能 量 最 低 
原理 ， 其 意 为 ， 原 子 中 电子 的 分 布 ， 将 尽 可 能 使 原子 体系 的 
能 量 最 低 。…- 般 来 说 ， 较 小 的 ”对 应 的 能 量 较 低 ， 故 应 先 起 
天 壳 忆 ， 后 填 M 、 工 。 但 对 多 电子 原子 来 说 ， 能 级 不 仅 取决 
于 ww， 且 还 与 /极为 相关 。 故 亦 有 ”小 但 ! 较 大 的 能 级 高 于 
"大 1 较 小 的 能 级 ， 如 Ess> Ess， 就 应 先 填 4s 后 填 3d。 由 
二 求解 多 电子 原子 的 攻 定 请 方程 的 困 难 ， EE,! 极 难 准确 算 
出 ， 赦 难于 从 理论 上 算出 其 准确 的 填充 次 序 。 徐 光 宪 从 光谱 


分 析 得 出 了 一 个 经 验 公 式 ， 即 42 + 0.71) 值 越 大 ， 能 级 就 越 


高 ， 用 此 式 可 得 Ess <Ess, Ers<Ee。 

铂 以 上 二 点 ， 我 们 可 得 出 原子 的 电子 沉 层 结构 。 试 举 一 
例 说 汶 ， 如 Ti， 核 外 电子 共 22 个 ， 其 排 布 为 K(2)L (8) 
MLON(2) ,其 中 如 过 层 分 布 为 38:3p*3d?, 由 于 Es <<EEs4， 
故 先 赴 充 4s*， 然 后 再 将 剩 下 的 两 个 电子 填 到 3d 支 沉 层 。 


小 结 


相间 共计 述 了 = :个 内 容 。 
、 电 子 自 旋 ， 自 旋 是 电子 的 固有 属性 ; 自 话 角 动量 $ 的 
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z 分 量 有 两 取 簿 S.= +nh/2， 相 应 的 磁 枯 M,,= + 
ee i 而 cr。 7 [1 ,), py =[! 3 的 
民生 2 9 虽 1 0 y 


= [GY]， 此 二 捧 阵 邑 为 泡 利 知 阵 。 在 人 志 象 店 ， 自 


话 波 函数 取 Z,=[ ，]，x = [?]。 

二 、 侈 同性 原理 ， 爹 同 粒 子 不 可 区 分 ， 仗 同 粒子 体系 的 
状态 ,不 因 粒 子 互 换 而 改变 , 故 体系 的 状态 波 函数 只 能 是 对 称 
的 或 反对 称 的 。 全 同 费 米 子 体系 波 函 数 是 反对 称 的 。 全 同 致 
色 子 体系 为 对 称 波 函数 。 由 全 园 性 原理 可 得 泡 利 不 相 容 原 
理 ， 不 可 能 有 两 个 或 两 个 以 上 的 全 同 费 米子 处 于 同一 状态 
《在 一 个 爹 同 费 米 体 系 中 ) 。 

三 、 原 子 的 电子 壳 层 结构 ( 核 外 电子 排 布 ) ， 主 要 由 泡 
利 不 相 容 原理 及 能 量 最 低 原理 决定 。 


6-1 设 电 子 自 术 二 分 量 + 入 /2， 阅 沿 着 上 和 轮 民 0 
角 的 Z/ 著 方 向 上 , 自 旋 取 二 /2 及 -五 /2 的 几率 为 多 少 ? 求 此 
方向 上 自 旅 分量 的 平均 值 ? | 

6-2 由 (6-3) 式 及 4 = 0 = 08=1， 试 证 明 0.0， 


10 有 全 + = 0; 再 证 测 不 准 关系 


(CASECASD 


6-3 由 他 的 代数 性 质 及 (8-7) 式 推出 (6-8) 式 。 
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6-4 试 由 (6-14) 式 及 归 一 化 条 件 推 出 (6-15) 式 。 

6-5 江 明 不 存 在 和 0 的 三 分 晤 均 友 对 易 的 非 兴 二 维 乱 
涟 。 
ve-6 和 -表象 的 沁 利和 估 让 衣 8, 风 宙 任 区 

6-7 济 得 一 电子 自 旋 z 分 量 为 2 。 上 青洲 5S。。 可 能 得 何 


值 ， 各 值 的 几率 为 多 少 ? 平均 值 为 他? 
J6-8 在 省 心 势 淖 中 运动 的 两 个 电子 ， 如 只 有 三 个 单 粕 
子 森 由、 2 pay. 试 写 出 ! 此 系统 的 泪 通 数 。 
6-9 单价 原子 中 价 电 学 房 受 原子 实 ( 原子核 肥 内 导电 
子 ) 的 作用 势 可 近似 表 六 
UW = A vl 
% 汶 下 第 全 这 林 从 昌隆 芝 级 ， 
-10 两 个 不 同 这 层 的 Pp 光子 可 能 形 房 多 少 个 态 ? 两 个 
天 县 :又 可 能 形成 多 少 个 态 ? 
06-1， 庆生 贡 Z ?9 区 天 者 的 电子 席 居 结 移 。 


第 七 章 定论 向 扰 论 


、 四 汪 剖 来 解 了 一 些 势 场 中 反动 的 粒子 的 定 志 梧 定 查 
方程 。 在 这 些 问题 中 ， 册 于 体系 的 哈密 顿 算 符 比较 简单 ， 故 
易于 精确 求解 。{ 对 竺 多 实际 问题 来 襄 体系 的 险 窗 顿 次 符 
较为 复杂 ， 人 往往 不 雍 苦 确 求解 ， 只 能 求助 手 一些 近 和 似 方法 。 
其 中 以 微 殷 论 应 用 鼠 广 在 西 体 物理 中 也 不 乏 过 应 用 实例 。 本 
书 因 篇 旺 所 限 ， 仅 就 定 态 微 扰 论 作 一 简介 。 
如 体系 的 啥 安顿 量 生 (不 最 含 上 了》 可 表 关 


1i3 


J ee 


八 人 和 八 


企 - 表 + = 种 + (7-1 ) 
其 中 了 ,的 本 征 值 及 本 征 函 数 能 解 ， 而 4<I ， 其 意 为 : 再 与 
和 ,的 相差 其 微 ， 全 "其 小 ， 将 之 看 作 微 护 。 微 扰 论 利用 (7-1) 
及 机 ,的 本 征 函数 及 本 征 值 ， 逐 级 地 求 出 日 y= Ey 的 近似 
解 。 微 扰 论 的 具体 形式 甚 多 ， 但 基本 精神 相同 ， 现 仅 介绍 其 
中 一 种 。 由 于 我 们 讨论 的 香 不 显 含 {， 故 为 定 态 微 扰 论 。 下 
分 上 简 并 及 简 并 的 情况 进行 讨论 。 


7 一 ! 非 简 并 的 定 态 微 扰 论 


设 下 方程 已 解 出 ， 且 其 能 级 为 非 简 并 的 

Ho yt? = ED ys™ (7-2 > 
体系 的 下 = 鳃 4 让 因 1<<1 玫 其 y、 巨 按 下 式 展开 

EFE= ErAED rTAVE: + | 

p=) tAy + A + 
天 ”、Yy0 由 (7-2 ) 决定 ， 称 为 零 级 近似 解 。 现 将 (7-3 ) 
”代入 Bi = Bp， 比较 方程 两 边 4 的 同 需 次 项 ， 可 得 到 各 级 近 
位 解 


(7-3) 


八 . 
pu Hp) = 五 60)860) ( 7-4a ) 
.人 -人 和信 
At : Hoy'Y? + h p= FEV) + Ey (7-46 ) 
A?s By» 十 从 yp = Ep, +E My + Ep 
- (7-4c > 
% . 


以 下 逐渐 求解 。 先 求 一 级 近似 ， 为 此 ， 令 
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从 一 gf p07 _ 《7-5 》 


选取 任意 非 简 并 态 铭 "， 对 应 能 级 为 已 ”， 则 将 (7-5) 代 入 
(7-4b ) 式 ， 可 得 


八 
wa (D0) p+ h p= ED Ta 40 WN 十 Ey 
nn 对 


两 边 无 乘 ww” 并 积分 ， 利 用 如 ?的 正 交 归 … 性 ， 得 


a EM + bh, = El a + Eno (7-6) 
其 中 has= oggodr 当 m= 全 |， 由 (7-6 ) 可 得 


FD hk 一 | 由 5 全 $ AVdr (7-7 ) 


一 此 即 能 量 的 一 级 修正 。 它 是 微 扰 在 零 级 波 国 数 下 的 平均 值 。 
在 (7-6 ) 式 中 ， 当 和 所 六 时 得 
gao hs (1n 硅 衣 ) (7-8) 


FE (0) ~ FE 


而 44” 可 取 为 零 ( 习题 7-1 ) 。 这 样 ， 在 一 级 近似 下 ， 可 得 


Eis= 五 6 十 4 = 五 全 十 H’, 《7-9 ) 
一 0) SE 了 0 _ 
pe 一 ps 十 之 一 » 1 《 7-10 让 


六 五 49 一 FFE) 
求 和 号 立 ' 表 对 ? 求 和 时 ， 要 除去 ?= A 的 项 。 
沿用 此 法 可 得 二 级 近似 ， 先 将 二 级 方程 式 (7-4c ) 写 
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(f,- El ) yy” =(E® 一 外 )4o + Ey 
(7-11 > 
并 令 
2) vw (2) 1 (0) ， _ 
p= Tar ps 《7-12 》 
将 之 代入 (7-13 ) ， 并 利用 已 得 的 一 级 近似 解 ， 得 
EaPEPyPrR ay 
= EWSad ye + hiiody +r Ey (7-13) 
”等 式 两 边 左 乘 几 各 "并 积分 ， 即 有 ， 
a ED Sadh,, = EWa (0 a Eos 
(7-14> 
因此 ， 在 准确 到 二 级 近似 下 ， 人 能量 本 征 值 为 。” ， 


2 
. Es 一 五 人 十 有 8 + A2 EE/ Nhal® 
n EW FW) 


= Hi + S/T (7-15) 
nn El 一 五 和 3 . 

二 委 过 航 的 没 函 数 , 可 由 一 级 近似 波 函 数 (7-10) 再 加 上 4y* 

得 到 。 由 :7~12) 知 ， 要 得 多 3 需求 出 a;， 由 (7-14) 式 ， 可 得 

在 mm 夺 ki 计 ， 有 ， i 


? 
2) 7 加 有 En 


* - 
1 i ， . pn ，， 
人 EP) (ED EW') 


16 


下 四 
EW ED)? 


而 4 4 可 由 波 函 数 的 归 一 化 条 件 ， 在 a 3 取 实 数 的 情况 下 ，、 


得 到 m = & 时 的 of 《 习题 7-1 ) 


7 [Rl 


1 
2 CE Eb) 


(2) 1 NS Ci 2 一 
和 = ep 一 
n 


(7-17 ) 
将 之 代入 (7-12)， 即 得 办 2 。 
在 应 用 微 扰 论 时 ， 要 答 当 地 选择 全 ,除了 的 本 征 函 数 及 
本 征 值 已 知 或 较 易 求 出 之 外 ， 还 需要 求生 ,与 全 相差 其 微 以 
保证 微 扰 造成 的 修正 较 小 ， 其 微 扰 项 的 收敛 才能 蒂 快 。 由 
Ho ， 
(7-10) 及 (7-15 ) 碟 知 需要 求 ， |<1， 
- EY 一 五 40) ! 


此 即 本 章 开始 6 所 提出 的 十 ' 应 很 小 的 条 件 的 具体 表示 。 
7-2 有 简 并 的 定 态 微 扰 论 


更 讨论 后 ,的 本 征 值 Ew 有 简 并 时 的 情况 ， 放大 


简 并 ， 即 对 应 着 /个 线性 无 关 的 本 征 函 数 pI? (i = 1，2， 
… ,了 ) ; 均 满 足下 方程 
在 bY = EC PO, i=1,2,°,f) (7-18) 


ee 


这 手 个 如 的 线性 组 合 仍 为 他 的 本 征 函 数 ,所 对 应 的 本 征 什 
仍 为 下 和， 并 假设 区 名 已 正 交 由 -化 ( 习题 5-8 的 解 ) 。 以 
此 多 的 线性 组 合作 为 零 级 近似 波 函 数 ¥ 如 ， 即 

了 


(0) 一 > (0) pH C0) ed 、 
RR C ; pi 《7-19 


+ 二 1 
C0 为 待定 系数 。 通 过 下 式 求 能 量 的 :一 级 修正 
个 个 . 
(Hr 2h ) v= (ED+AEV) C7-20) 


将 (7-i9) 代 入 (7-20)， 有 


7/ 了 
个 、 个 
1 (0) ,C0) (0 六 《07 
> COOH yh + > CO pa 
i=] 


i=1! 


了 f 
(0) > + (0) yy C0) 1 FC) > (0) 1 C0) 
Es Ci Pai + AE C Pi 
i™1 i=1 


因 晶 sy = Es? ， 歼 由 上 式 可 得 
/ 入 了 
> CIR Y= Em > CW pt (7-21) 
i=1 =1 


以 如 * 在 乘 上 式 并 积分 ， 可 得 


f 1 
> Ch EW DS C06,, (7-22) 
i i=1 


其 中 第 阵 元 拓 必 为 

pini= | ph yndr (7-23 ) 
并 将 hrjs; 简 记 为 hj;， 则 可 将 (7-22) 改 写 为 

> (hii— ED) CV =0 (j=1,2.%,7) 


(7-24) 
57-24 ) 是 一 个 以 C 49 为 未 知 数 的 线性 齐 次 方程 组 ， 它 有 不 
全 为 零 的 解 的 条 件 是 


| hu—E hs his 

h has 一 五 5 

21 22 2f -0 (7-25 》 
| 全 [ | 
hi Pa oe hi EY 


由 此 久 期 方程 可 解 出 2 的 了 个 根 。 因 为 Es= E12 + AE'， 


故 若 上 “的 了 个 根 都 不 相等 ， 则 一 级 微 扰 的 结果 ， 


简 并 完全 消除 ;车 尼 了 有 儿 个 重 根 ， 说 明 简 并 只 
除 ， 若 5 的 了 个 根 完全 相同 ， 则 简 并 完全 未 消除 ， 必须 进 


一 六 汪 谋 一 ， 修正 ， 才 有 可 能 得 到 因 微 扰 而 引起 的 能 级 


分 至 


第 的 名 个 根 代入 (7-24) 式 ， 则 对 镀 个 ED 值 可 东 得 
一 组 系数 Co。 每 组 Co 可 确定 一 个 零 级 波 国 数 ( ( 7-19 ) 
式 )》。 如 上 个 0 各 不 相等 ， 则 9% to 应 有 个。 注意 ， 为 要 
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rs rr me re 


站 


Ss 2 Dr Ar | NA 并 2 _ 
完全 谨 生 和 组 系数 C6， 还 须 用 由 一 化 条 作 之 1 1! 


如 袁 生 三 几 个 重 护 ， 仪 部 分 消除 简 并 ， 则 上 民 未 解 而 简 并 的 能 
级 所 站 应 的 法国 尽 ， 仍 不 能 党 全 确定 。 

区 工商 级 开机 基 计 算 ， 各 前 级 开航 入 开 局 全 下 则 
其 后 一 至 还 伺 吕 可 真 接 按 非 简 并 微 扰 论 处 理 ， 如 简 并 尚未 全 
部 澡 队 。 订 按 前 述 步 又 逐 级 进行 。 


A 
~- 


YN 


“7-3” 定 态 微 扰 论 的 应 用 


、 电 介质 的 极 化 
车 山 介 质 i 各] 同性 ， 共 中 质量 为 上 电荷 为 g 的 离子 是 在 
玫 往 伺 轩 附近 作 遂 拨 动 。 现 沿 “ 轴 方 向 加 一 均匀 电场 名 ， 则 


离子 村 北方 站 的 人 为 


个 hh:? d? ~ 
日 = - Sh di ci 入 -26 ) 


此 问题 可 用 改换 变量 的 方法 处 理 ， 但 如 < 较 弱 ， 将 9 昌 2x 作 徽 
扰 处 玛 ， 碟 求解 尔 其 简洁 。 取 


八 2 dz2 ， 
了 下 =- 2 d x2 十 5 Ho (7-27 ) 
H’= — 4® 《7-28 ) 


Y 0 为 卉 振子 淡 国 数 ， 故 可 用 非 简 并 给 拢 公式 。 由 于 
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Jj 02zg8dz= 0， 故 四 (7-7) 可 得 日 4，= 0， 即 一 级 能 量 修 
下 


力 - 全 。 访 工 级 小 量 修 正 由 《7 ) 得 到 多 其 为 EY 


TY |2 网 pp . 
的 HL 为 
Ew— El 


Ho = -a8| 所 ee 
= a8 ,i -一 一 _ v 六 Op sn 1 + ht Orsnt1) 


( 儿 开 阳 杂 一 ) 。 这 梯 ， 议 可 得 


a? 和 。 + Eo 
EY = TE " $6@ 2 CV nn pyn- 1 + RT16; 441) 
0 0 


_ 0% 


24O0” 


其 一 琢 近 似 的 能 值 及 波 函 数 为 


pa= p+q Sy oh (veri 1 Vk 和) 


下 不 加 外 电场 时 次 于 的 二 位置 为 即 在 平衡 位 置 ， ， 而 
人 沁 场 电 牛 ， 人 全 由 


~ pe? 
可 知 ， 正 离子 沿 电场 考 身 移动 了 1491 8/pUoo2 负离子 沿 相 反 
方向 离 动 了 |9| ® /L007 0 使 之 极 比 ， 电 偶 极 和 矩 为 
_2lg|® .|q|= 2 岛 9 
HOo? 有 Go 
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二 、 钠 光谱 的 双 线 结构 

削 章 曾 提 到 碱 金属 原子 光谱 的 双 线 结构 问题 ， 并 说 二 这 
站 于 电子 自 旋 引 起 的 效应 。 现 以 钠 原子 为 例 ， 用 微 护法 来 
定量 计算 这 一 效应 ,以 解释 其 双 线 结构 。 钠 原子 为 一 价 人 金属 ， 
如 认为 价 电子 与 原子 实 《 核 及 内 层 电 子 ) 相 对 静止 ,天 让 为 价 
电子 仅 受 不 子 实 产生 的 电场 E 的 作用 ，E= 1 9 .7 ,在 
忽略 内 司 电子 的 屏 项 作用 时 ， 基 U(r) = -Ze,3/r。 不 过 ， 价 
岂 子 与 原子 实 是 有 相对 运动 的 ， 如 价 电子 在 原子 实 参照 系 中 
述 讼 为 v ， 则 原子 实 相对 开价 电 子 的 速度 即 为 ~v。 因此 。 


折子 实 产生 的 磁场 B= 。 (一 v) xE ， 对 价 电 子 自 旋 沪 知 就 


有 作用 ， 其 轨道 -站 旋 元 作用 能 为 


_M-.B=°S.1(- 1 1 d ANe， | 
M-B = js cE = ( 站 )s L 


共 中 L=rxv。 此 式 与 由 相对 论 波 方程 所 得 结果 仅 有 1 2 的 因 
子 的 差别 。 现 将 此 本 作用 能 取 为 微 抠 全 ， 而 Hs 取 作 一 


Len” 
r 


。 其 为 
f= ,bl )S.L C7-30C) 


总 哈 馆 顿 量 为 下 = 从。 + 这。 此 包 与 气 原 子 的 哈密 顿 最 类 似 
( 仅 有 一 个 常数 Z 的 差别 ) ， 故 至, 的 本 征 值 已 名 有 2(21 +1) 
府 简 并 ， 它 对 应 2(21+1) 个 本 征 函 数 ( 包括 自 旋 波 函数 ) ， 
内 为 

bainms = RCr) Yi O, PXslS;) (7-31) 
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因此 需 用 简 并 态 的 微 护 论 来 解 此 问题 。 
现 先 引入 总 角 动 量 算 答 了 = 全 + S， 则 有 

T= PS 9 人 \7-32) 

由 于 也 与 S 对 易 ， 则 据 (7-32) 式 不 难 证 明 : HT、S?*、 

三 : 利 了 .有 共同 本 征 函 数 ， 此 函数 亦 为 他。 人 的 本 征 函 数 。 

为 方便 起 见 ， 将 脚 标 nlmm, 更 换 为 #1jm; ， 此 本 征 函数 书 为 


ps 其 中 j=/ + > 和 | I 一 ? | 多 meirmr 和 一 3 D 


由 上 四、 六 两 章 知 ， 并 的 值 Z:= JU+1)82 ，S 的 值 为 s( 8 


+ 1 )h 而 六 ?的 值 即 为 i(j +1)h7, 这 样 ,根据 (7-23) 可 算出 
微 拢 的 征 阵 元 ， 注 意 本 征 函 数 的 正 交 归 一 性 ， 即 得 


个 
/ — , / 
H jm 3jm i 一 | 网 nn H pe m jr 


一 er GorD-irD 一 Jinn 


x [i BR 1 HE ) rdr (7-33). 

由 此 式 知 ， 在 此 问题 的 久 期 方程 (7-25) 中 的 行列 式 ， 除 对 角 
元 素 外 ,其余 元 素 全 为 零 。 因 U(r)= -2 ， 所 以 全 RS 人 
x 人 ) ridr= Zerrr 而 7 = 《ml| 当 1m1> 仅 与 41 有 关 
见习 题 4-7 的 解答 )。 但 对 于 确定 的 1 而 言 ，j 可 取 1/ 
+ /2 和 [1~1/2| 两 个 值 (1= 0 除外 ， 此 时 j= ; ) 。 因 此 、 
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三 金属 原来 的 滋 级 ， 在 让 及 
也 电池 交道- 由 谤 六 作用 后， _ _ 

一 般 神 公开 为 两 个 能 级 “一 ~、 | 
能 级 除外 》。 王 述 俘 级 了 的 分 i ! 
然 就 形 5 成 页 爹 属 厂子 交 江 5893A | 5896A | lsg9uA 
的 双 线 结构 。 岁 7- 级 示 了 钠 

~ 、、 
防线 的 双 线 结构 。 在 不 计 及 


SD s,s 


日 旋 上 时 ， 此 说 线 为 3893 A, 35 一 一 32s1 > 
但 由 于 魏 道 -和 月 旋 克 作用 ， 图 11 


实 应 为 两 条 谱 线 ， 用 分 辩 本 领先 高 的 仪 肉 妈 可 观 宪 到 苇 为 尖 
条 庶 线 : 890 A 和 358 96 A, 

从 .讨论 论 ， 还 可 看 出 ， 在 评 及 轨道 ~- 自 次 开 作 出 后 ， 
有 天、 、 了 了 到 守 时 还 可 下 27+1 个 不 同 俏 ， 此 下 急 原 
于 的 论 级 上 ,oj 仍 古 六 的。 

如 将 名 原子 星 于 弱 位 场 B 中 ,还 会 产生 反常 蹇 各 训 访 


八 
( 光 深 线 分 廊 为 偶数 条》。 此 于 之 哈密 辕 货 晶 为 


个 2 T 人 ~ 
H=- virUry+ ,1, (lL dU 人， 
“8 2H°C r dr 
€o 个 人 ~ 
下 ( L TT 2 NY ) . B 
2uc 
个 各 个 、 八 
令 生 = H+, 将 Hl = 2 ( 工 +23 ) +B 作为 微 找 项 ， 


奋 于 ,为 上 述 之 总 哈密 顿 量 , 改 可 借用 本 章节 二 的 结果 ， 将 它 
代入 微 摘 公 趟 ， 即 可 解释 反常 塞 曼 效应 。 
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小 结 
一 、 定 态 微 扰 论 的 条 件 ， 体 系 的 再 不 显 含 f， 旦 可 写 为 两 
部 分 日 = 全, + 二 。 对 仍 的 要 求 ，! 。 个 , 的 本 征 值 及 本 征 了 
站 是 已 知 的 ， 2。 自 与 各 相差 其 微 ， 即 全 /为 一 小 莉 
(| 去 | 一 : 1 ) 。 
下 


Hs 在 
局 = 巨 Or+ Hs, pa=W + Sy 


中 BE‘ 一 EW 

Hi = vA yenar 
二 级 近似 的 能 量 公式 为 。 

Fr= EV+H’, + .lH 

a hk 1 EY — EW) 
三 、 简 并 的 定 态 微 扰 论 : Ei 为 1 广 简 井 ， ,区 下 ,和 旭 

一 Et yo, i 1 fo 如 4 和 已 正 交 归 一 化 ,将 其 线性 
组 合作 为 零 级 近似 波 国 数 疙 0， 即 节 各 = 六 < C 9; 微 扰 
矩阵 元 Hj = = Hf %edr， 姑 将 能 量 的 一 级 微 
拢 修正 表 为 E'"， 则 有 

= ( H’; ~ E'D6;, ) c=0 (j=1,2.,f) 

2 - . 
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为 使 C 站 不 全 为 零 ， 其 必要 笨 件 为 下 列 久 期 方程 : 

det| Hi,— EV6n|=0 
如 所 解 出 的 了 个 根 五 如 互 不 相等 (无 重 根 )， 则 得 / 个 能 量 的 
一 级 修正 ， 能 量 的 一 级 近似 即 为 ， Ex = "+ iP?， 能 量 简 


并 完全 消除 ， 可 得 到 一 组 完全 确定 的 系 Ci"。 如 所 解 出 的 结 


果 有 几 个 重 根 ， 其 一 级 微 扰 只 部 分 消除 简 并 。 如 所 解 出 的 根 
完全 相同 ， 则 一 级 微 扰 完全 没有 消除 简 并 ， 和 需 考 虑 能 量 的 二 
级 修正 。 

四 、 应 用 ，1。 用 非 简 并 微 扰 论 计算 了 电介质 的 极 化 。 
2 用 简 并 微 扰 论 过 论 了 钠 原 子 光谱 的 双 线 结构 。 顺便 指 
出 ， 微 扰 论 在 固体 物理 中 的 应 用 也 较 多 。 如 固体 的 能 带 理论 
中 的 准 自由 电子 法 、 紧 束缚 法 等 ， 部 是 以 微 扰 论 为 基础 的 
( 这 将 在 第 三 篇 中 提 及 ) 。 又 如 晶体 中 粒子 间 的 互 作 用 ( 结 
合力 和 结合 能 ) 的 计算 ， 以 及 国体 的 热学 与 电 袜 学 性 质 的 一 
些 讨论 ， 均 会 用 到 微 扰 论 ， 限 于 篇 幅 未 能 详细 介绍 ， 但 有 本 
篇 所 述 的 知识 ， 是 不 难看 懂 固 体 物理 书 篇 中 的 有 关内 容 的 。 

习 题 


7-1 说 明 (7-6) 中 的 0 名 为 何 可 取 零 ? 试 证 (7-17) 式 。 
7-2 一 带电 粒子 处 于 势 U = 2 Po 内 ， 如 在 其 % 方 向 上 


加 一 恒定 均 名 电场 昌 ， 试 算 蕉 态 能 级 修正 。 

7-3 如 核电 蓓 均 布 于 半径 为 丸 =1.6 x10-5Z1/s 球 内 ， 
试 估算 此 效应 对 类 氧 原子 1S 能 级 的 修正 。 
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7-4 在 分 子 晶 体 中 起 重要 作用 的 是 范 德 瓦 尔 斯 力 。 
和 流 证 此 力 


_dE 


7-5 将 电子 间 的 排斥 势 作 做 挑 项 ， 试 估算 了 He 原子 的 基 
淋 能 量 ( 一 级 近似 ) 。 


7-6 舍 第 氢 尿 子 抗 蔗 和 || = | 20 | ,为 福 场 。 
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第 二 篇 “量子 统计 简介 


轿 体 是 由 大 数 粒子 组 成 的 系统 ， 其 基本 性 质 涉及 大 数 粒 
子 在 不 同 能 态 上 的 分 布 煞 念 ， 需 要 应 用 统计 的 方法 来 研究 。 
由 证 微 观 粒 子 妥 从 量子 力学 规 符 ， 因 此 在 研究 过 程 中 要 充分 
考虑 微观 粒子 的 量子 性 。 但 在 介绍 量子 统计 前 ， 我 们 首先 在 
第 八 章 中 介绍 统计 方法 的 基本 概念 及 经 典 统计。 


第 八 章 ”统计 方法 的 基本 概念 
及 经 典 统计 


<8-1 统计 方法 的 基本 概念 


一 、 分 布 概 念 

在 统计 理论 中 ， 我 们 所 研究 的 对 象 是 由 大 董 微观 粒子 毕 
成 的 系 统 。 为 位 单 起 见 ， 这 里 我 们 所 研究 的 系统 由 尺 个 完全 
相同 的 粒子 组 成 ， 这 些 粒子 闻 不 发 生化 学 反应 或 其 它 反 应 
《 如 楼 反应 ) 。 从 而 没有 新 粒子 产生 ， 也 没有 粒子 消失 。 即 
粒子 数 训 保 持 不 变 。 另 外 ， 我 们 再 考虑 系统 是 与 外 界 没 有 能 
量 交换 的 孤立 系统 。 即 总 能 量 是 不 变 的 。 从 系统 内 部 来 看 ， 
有 一 系列 的 能 级 ， 用 巨 多 Bs,…, 忆 ;，… 每 一 个 粒子 可 处 在 一 
个 能 量 状态 上 。 而 一 个 能 级 十 可 有 多 个 粒子 ， 即 

能 级 ;El， Es Es ,Ei 

粒子 数 ， 六 AN， Ny si 

其 中 以 ;为 第 个 能 级 ;上 的 粒子 数 。 这 种 粒子 数 按 能 级 
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(8-1 )» 


的 分 配 就 称 为 粒子 按 能 量 的 分 布 。 每 个 能 级 上 究 况 有 多 少 粒 
子 是 下 一定 的 ， 但 不 管 怎样 ， 必 须 满 足 粒子 数 不 变 和 总 能 量 
不 谈 这 西 企 条 件 ， 即 


有 
之 -RN 
Np -gE 


微 况 粒子 除了 按 能 量 分 布 外 ， 还 可 有 其 它 分 布 ， 如 我 们 
的 洪 想 气体 分 子 的 麦克 斯 囊 速 率 分 布 ， 还 有 按 淆 旋 分 布 


(8-2 》 


二 、 实 现 态 和 伍 观 夸 
天 Da 为 一 组 确定 揭 数 时 ， 则 确定 一 种 分 
布 。 妈 从 宏观 上 来 说 ， 我 们 可 以 知道 每 个 能 级 上 各 有 多 少 粒 
子 。 姑 音符 能 级 上 的 粒子 数 发 生 了 变化 ， 则 将 变 成 另 一 种 分 
布 把 一 种 确定 的 分 布 称 为 系统 的 一 种 宏观 状态 ， 简 称 
宏观 态 。 即 宏观 态 只 决定 于 每 个 能 级 上 的 粒子 数 ， 而 不 管 是 
局 一 个 只 你 的 粒子 处 于 哪个 能 级 。 即 不 考虑 生 现 情况 下 各 粒 
言 忆 的 兰 列 。 在 通常 的 大 数 粒子 系统 中 ， 宕 观 态 的 数目 是 很 
大 条 ， 司 承 乡 会 有 很 多 不 同 的 宏观 状态 。 
"对 间 一 种 几 观 态 ， 每 一 个 能 级 的 粒子 数 虽 然 是 儿 完 的 
但 可 以 是 不 同 的 粒 予 。 如 果 我 们 给 个 粒 了 汉 都 标 上 号 的话 
每 个 能 级 上 的 粒子 数 N; 可 以 是 不 同 标 号 前 粒子 所 组 威 。 因 
和 

每 一 种 组 合 情 视 称 为 系统 的 一 个 微观 状态 ;简称 铀 观 套 、… 
即 一个 二 观 志 又 可 以 包含 大量 前 短 观 态 -ss 

. 表 (8-1) 给 出 了 标号 为 @@@@ 的 四 丫 粒子 分 布 在 Ei1、 
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隐 


| 宏 观 | 微 ” 观 
Ei Es | 

态 数 | 态 数 
OOOO@O 1! | 1 
DO® @ 
D®DO 四 | ， 
D®DO @ 
gg @ 
one ® @ | 
oe ® © 
© @ ® ® ， | 
oS®@ oe0@ | 
® @ . 0 ® | 
oo oe® 
@ Ooeoe | 
四 Dee@e |， ， 
@ ee ， 
@ ee@ 

OOeegli 1 1 


五 :两 个 能 级 上 的 特例 。 其 中 有 五 个 宏观 态 ， 五 种 分 布 又 分 
别 包 含 1，4，6，4，1 种 微 观 态 ， 共 有 16 个 微观 态 。 如 果 
五) 褚 瑟 2， 对 孤立 系统 来 说 ( 即 总 能 量 不 变 ) ， 则 只 能 处 于 
其 中 的 一 个 宏观 态 上 。 如 果 巨 := 巨 :( 这 是 简 并 的 情况 ) ， 
刚 在 总 能 量 不 变 的 情况 下 可 处 在 每 一 个 宏观 态 上 。 

三 、 等 几率 假设 

对 任意 绕 立 系统 ， 若 不 受 外 界 影响 ， 长 时 间 后 一 定 达 到 
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平衡 态 。 平 衡 态 是 系统 的 宏观 性 质 不 再 随时 间 而 改变 的 一 种 
宏观 态 。 但 从 微观 上 来 看 ， 由 于 系统 内 部 粒子 不 停息 地 运 
动 ， 系 统 总 是 不 断 地 从 一 个 微观 态 变迁 到 另 一 个 微观 态 。 微 
观 态 的 这 种 变迁 在 宏观 上 是 不 可 分 辩 的 ， 即 每 一 种 微观 态 出 
现 的 可 能 性 的 大 小 是 无 法 确定 的 。 因 此 人 们 提出 一 条 统计 假 
设 ， 对 系统 全 部 的 微观 态 而 言 ， 每 一 种 微观 态 出 现 的 几率 都 
是 均等 的 一 一 等 几率 假设 。 
在 微观 态 等 几率 的 假设 下 ,宏观 大 就 不 是 等 同 的 了 ,因为 
每 一 种 宏观 态 包含 的 微观 态 数 不 同 ， 因 而 出 现 的 几率 也 就 不 
同 。 包 含 微观 态 数 多 的 宏观 态 出 现 的 几率 就 比 包含 微观 态 数 
少 的 几率 大 。 从 表 (8-1) 的 例子 来 看 ， 当 ,= 时 ，N 
= Ns =2 这 种 宏观 态 出 现 的 几率 最 大 ， 而 Ni = 43N;=0 这 种 
宏观 态 出 现 的 几率 则 小 得 多 。 出 现 几 率 最 大 的 宏观 态 称 为 最 
可 几 分 布 。 当 系统 处 于 平衡 态 时 ， 它 就 处 于 最 可 几 分 布 的 状 
态 ， 或 老 说 当 系 统 的 宏观 态 处 于 最 可 几 分 布 时 ， 系 统 就 达到 
了 平衡 态 。 本 篇 所 介 绍 的 三 种 统计 分 布 都 是 平 衡 态 下 的 分 
布 。 
四 、 系 统 平均 值 和 涨 落 
车 系统 中 粒子 数 按 能 最 的 分 布 为 已 知 ，. 而 任 一 物理 最 忆 
是 能 级 EE ;的 函数 ， 即 =Ft EE,)， 则 玉 葬 平均 信 为 “、. 
SNF(E,) i 
F=- TEN | 《8-3 》 


区 的 


本 和 


这 里 上 全 (五 ) 是 在 能 级 已 ,上 的 粒子 的 上 值 ， Ni ( 瑟 ) 是 在 能 
级 :上 的 所 有 粒子 忆 慎 之 和 ，ZN;F(E,) 是 全 部 粒子 忆 


值 的 总 和 ， 再 除 以 粒子 总 数 网 得 平均 值 。 如 能 量 的 平均 值 为 
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bt UN | . < 8 一 4 ) 


这 实际 是 一 个 粒子 能 量 的 平均 值 。 
”处 于 平衡 态 下 的 分 布 是 最 可 几 分 布 ， 但 ,根据 等 几率 候 
设 ， 其 它 的 宏观 态 也 是 可 能 出 现 的 。 因 此 ， 这 就 可 能 使 系统 
偏离 平衡 态 ， 从 而 使 物理 量 的 平均 值 也 偏离 了 最 可 儿 分 布 时 
的 数值 。 这 种 现象 称 为 涨 落 或 起 伏 。 从 理论 和 实 验 都 可 证 
明 ， 系 统 包含 的 粒子 数 越 大 ， 涨 沙 的 相对 信和 越 小 。 如 果 粒 子 
数 极 大 ， 则 涨 落 的 相对 值 其 小 ， 完 全 可 以 忽略 。 
例如 有 祥 个 粒子 ， 可 处 于 自 洲 向 上 或 向 下 十 种 机 最 


可 几 分 布 时 各 的 粒子 处 于 这 两 人 状态 上 。 如 果 以 AN 表示 


对 分 布 测量 时 出 现 的 偏差 ， 可 以 证 明 
AN _ 1 8 
N TN “875? 
nnn 
可 能 的 统计 涨 落 相 对 值 为 1/wN =10-m。 这 样 小 的 值 完 
可 以 忽略 ， 因 此 对 大 数 粒子 组 成 的 系统 ， 统 计 规 律 下 平 是 
全 准确 的 规律 。 


88-2 el 


术 节 中 ， 折 们 遍 用 统计 的 基 末 入 入 条 江 设 来 推导 经 典 红 
计 的 分 布 公式 ; 
” 假定 系统 由 尤 量 相同 而 可 公分 粒子 组 成 >: 所 谓 相 同 是 指 
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结构 和 组 成 一 样 ， 所 谓 可 区 分 是 上 沁 给 粒子 加 标号 的 做 法 。 
即 对 宏观 态 来 说 ， 根 同 的 粒子 是 不 可 区 分 的 。 但 对 微观 态 来 
说 ， 相 同 的 粒子 闻 是 可 区 分 的 。 
”一 、 徽 现 太 数 ,， .. i 
首先 要 确定 系统 任 二 宏观 杰 | 1 
Es. E:;, Es 8 人 ， i C8-6) 
Ns Van Ng ep Ni . i 
中 所 包含 的 微观 态 次 玉 。 

_ 先 看 忆 部 级 ， 直 于 入 也 可 以 区 分， 关 下 个 坟 于 让 类， 
个 处 于 五, 能 级 上 可 能 药方 式 数 就 是 从 N 个 烷 子 中 蒜 册 可 ,不 
粒子 的 组 合 数 

N! 


C= NT 
个 救 了 予 选 定 后 ， 从 (N-NV 人 和 了 中 了 及 个 的 组 


合 数 为 
‘CN = (N- — Ny : 
Na Nia(N-Ni-~ Nal 


同 理 ， 从 4V 一 N, 一 人: 一 人 -中 要 二 及 人 于 在 
五 ;上 的 组 会 数 为 1 本 
CNi . | _(N- Ni- Ns ND 
N-—-NIi~N2—*eo~Ni—l NN. 1(N— 一 元 一 “NN, ) 


从 NN 个 粒子 中 取出 入 1， 和 入,，… ,入 ,,… 的 组 合 数 为 上 列 
诸 项 的 乘积 ， 也 训 是 这 一 安 观 态 所 包含 的 微观 态 数 ，; 即 
NI ，， CN-NDL 
页 1 i _ Nal CN-N -Na)! 
NN Ns Ns)! 
N, ON- Ni -il ” 


AVI NI 1 


: = : -7 
NINiwNi TN ;1 (7) 


和 “1 


上 式 是 在 能 级 无 简 并 的 情况 下 推导 出 玉 移 。 如 果 能 级 有 
简 并 ， 则 在 各 能 级 中 的 粒子 还 林 进 行 分 沦 。 央 此 微观 坊 数 还 
要 增加 。 如 果 各 能 级 的 简 并 产 分 别 为 9 gm9i… 那 么 
在 ;能 级 上 第 一 个 粒子 有 g, 个 不 同 的 状态 ;第 工 个 粒子 有 9 
个 状态 ，……。 ;第 Vi 个 粒子 也 有 gi: 个 获 态 ; 则 并; 个 粒 邓 在 
入 级 上 前 态 数 就 为 设 有 简 并 时 的 4” 售 * 因 此 考虑 了 简 并 
:项 的 微观 坷 数 为 ， . 


ii 从 ，. ， 
W = WII 六 一 (pg) 


用 上 涉 很 容易 验证 表 (8- 了 让 的 微观 数 的 情况 。 当 玉 ， 
:村 罗 s: 财 ， 设 站 简 并 《 即 g1 = = >， 可 塞 销 每 一 宏观 态 中 
的 微观 态 数 分 别 为 1，4，6，4，1。 如 果 正 := 瑟 :， 副 以 为 
只 有 一 个 能 级 ， 简 并 座 g = 2。 则 只 有 一 个 宏观 态 而 微观 
态 数 矿 =24=16。 

设 系统 移 站 微观 态 数 为 矿 r> ( 即 所 有 宏观 态 所 多 合 的 微 
现 态 数 的 总 和 》 ， 则 按 等 几率 原理 ，(8-65 式 代表 的 室 观 态 
的 几率 为 

p= 态 : ( 9-9) 

这 里 矿 又 称 为 热力 学 几率 ， 表 示 某 一 宏观 态 出 现 可 能 性 
的 大 小 。 环 的 数值 通 当 是 很 大 的 。 当 系 统 达到 平衡 志 时 ， 
(平衡 态 所 对 应 的 宏观 态 包含 的 微观 态 数 比 其 它 任 意 安 观 态 
所 包含 的 微观 态 数 都 要 多 ) ， 矿 达到 了 极 大 值 。 

表 (8-2) 列 出 了 4 个 粒子 在 3 个 能 级 中 分 布 的 情况 ， 并 
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宏观 者 | | | 微观 下 
(9) 2 | 
oooeo | 
2 | ooo O 4 5 
3 | ooo ho 4 6 
4 oo Oo 6 6 
s | oo | oo 11al 7 
6 oO | ooo 4 7 
7 oooo 1 
8 o | oo Op 8 
9 oo oo | 6 |,.s 
10 O” 1 Oo OO | 12 9 
un | 000 | oO [4'g 
- 12 O | O00 J 4 0 
1 | oo | oo oryw 
14 ' O ooo 4 11 
15 | 和 于 0000 1 ， 


根据 (8-7) 式 得 出 了 各 宏观 态 所 包含 的 微 观 态 数 。 表 中 设 3 
个 能 级 的 能 量 值 分 别 为 1，2，3。 由 此 可 得 出 各 宏观 态 的 能 
量 。 例 如 宏观 态 ?、8、9 的 总 能 量 都 是 8， 但 其 中 8 包含 的 微 
观 态 数 为 最 多 ， 则 当 系 统 总 能 量 为 8 时 ， 处 于 第 8 个 宏观 态 的 
几 素 最 大 ， 即 这 是 一 个 最 可 几 分 布 。 
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二 、 波 克 斯 韦 - 玻 耳 花 曼 分 布 : 
现在 我 们 从 (8-8) 式 出 发 ， 利用 数学 方 法 求 出 景 可 九 分 
布 。 实 际 上 是 对 (8-8) 式 求 满足 粒子 数字 重 和 能 量 守恒 条 件 
的 极 大 值 。 由 高 等 数学 关于 极 值 前 知识 ， 要 求 出 使 丈 取 极 大 
值 的 分 布 ， 就 是 以 Nl!，N;， Vi 为 变量 ， 求 满足 条 件 
EN;=N 
| (1-10 ) 
工作 三 E 
且 使 微分 5 = 0 的 分 布 规 律 。 因 为 态 取 最 大 信 与 ia 洲 取 
最 大 值 是 等 效 的 ， 国 此 对 (8-8) 式 取 对 数 
ja 到 =InNI- SinNi!l + SN,lng; 
当 尽 六 1 时 可 用 斯 特 林 公 冻 
lnN1 = NIinN-N 
从 而 (S31 1) 式 可 写 为 
ln = NInN-N -ENlaN: + SN; + SNiing 
使 In 风 取 最 大 秆 的 分 布 ， 应 满足 极 值 条 件 6ln17 = 0 > 
对 上 式 取 微分 并 令 共 为 零 。 并 注意 到 六 = 三 NN, 和 NlaN 都 是 
常数 ， 所 以 有 
Sn = VY: “daN SlnN, “Ni+ Ss Slng,e “ON, 


( 2-31 7) 


= 0 
- 人 
N= 26N,= 


所 以 AionYi = 6N;=0， 从 而 有 
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dlnWy = Z(-lnwe+rlng0 wii-0 ， ( 8-13 ) 


如 果 取 ( -lnV;+lngi)= 0， 则 说 明 每 一 个 SN; 都 是 线性 
独立 的 。 但 由 条 件 (8-12) 可 知 , 当 某 些 能 级 粒子 数 增加 时 , 必 
有 另 一 些 能 级 的 粒子 数 减少 ,以 保持 粒子 数 守恒 ; 某 些 粒 子 能 
量 增 大 时 ， 也 必 有 另 一 些 能 量 减少 ， 以 保持 能 量 守恒 。 因 此 
在 所 有 的 6N; 中 必 有 两 个 是 不 独立 的 。 现 在 以 -a 和 -6 分别 
乘 以 (8-12) 中 的 两 匠 ， 然 后 与 (8-43) 式 相 加 得 


BilnNtlag -a BENON 58-14) 


,假设 SN1，6N, 不 独立 ， 其 他 6N (i=.3,、4*…) 皆 独立 
则 6N， 前 的 系数 肯定 为 零 。 对 不 独立 的 ON BN 的 系数 项 
可 以 通过 适当 挝 < 和 6 使 之 为 稚 。 所 以 道 这 适当 活 取 和 有 
可 使 (8-14) 式 中 所 有 系数 都 为 零 } 即 - 
一 In +lngi 一 BE: =0， 
于 是 有 人 
Ni=ge I i C8-15) 
这 就 是 系统 处 于 平 衡 态 时 的 最 可 几 分 布 ， 称 为 麦克 斯 
韦 - 玻 耳 兹 曼 分 布 或 米 ~B 分 布 。 
讼 分 画 数 
由 SN; = 站 有 2N; = ge Ei=N, 出 以 


令 Z = gc 35i, 并 称 Z 为 配 分 函数 。 因 此 e “=N/Z， 
于 是 W;,= Ngie™ BE/Z。 
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又 由 NiEi = EE 有 ZNiE: = 多 ge-5!， 则 系 


统 的 平均 能 量 为 


SgiEie SE 
二-= 瑟 = i (8-16 > 
N Toe HF: 


由 (8-16) 式 可 见 ， 系 统 中 粒子 的 平均 能 最 与 分 布 无 关 。 
由 于 系统 的 g: 和 :都 是 因 定 的 ， 因此 巨 只 与 6 有 关 。 当 系 
统 与 外 界 有 热 交 换 时 ， 互 发 生变 化 ， P 也 随 之 改变 。 因此 
有 着 与 温度 相同 的 性 质 。 从 (8-16) 式 可 知 ， 当 巨 增加 时 是 
减少 的 一 点 与 温度 相反 。 即 Bec 志 ， 引 入 比例 常数 则 PB 


=]1 /RJT。 其 中 & 称 为 玻 尔 兹 曼 常 数 ，R=1.38x 10 3JK!。 
而 7 是 绝对 温度 。 这 MM-B 分 布 可 以 写成 
N; = 学 guest 他 《8-17 》 
下 面 对 (8-17) 式 的 意义 作 几 点 说 明 


1。 在 温度 为 T 时 粒子 占据 ,能 级 的 几率 为 
Ny 


Ni Yie-Ei/sT ~ 
4 


TEi/kT 
ge Yi 
Ny 


SN gie £1/ (8-18 》 

2。 6 Bi/47 称 为 玻 尔 毕 曼 因子 。 我 们 这 样 来 看 它 的 物 硬 
意义 ， 如 果 (8-18) 式 中 没有 这 个 因子 ， 则 粒子 占 扬 瑟 , 能 级 
的 几率 就 永 该 荐 9 Sogi。 基 中 9 为 能 纱 瑟 .对 应 的 量 于 太 数 


1ou 
i 


《 简 并 度 )， 卫 9 为 各 能 级 对 应 的 量子 态 数 的 总 和 ， 即 总 量 


子 态 数 。 现 在 每 个 能 级 的 量子 态 数 都 乘 以 一 个 小 于 1 的 因子 
e -517。 即 对 量子 态 数 9; 打 了 一 个 折扣 ， 使 9; 的 有 效 值 仅 为 
gie “人 。 因 此 我 们 称 9'e 0 为 能 级 已 ;对 应 的 有 效 态 
数 。 

这 样 瑟 尔 兹 曼 因 子 。-51/ 订 就 表示 奉 温度 为 时 ， 能 级 
也， 上 一 个 量子 态 被 粒子 占 据 的 几 率 。 显然 在 同一 温度 

玻 尔 兹 曼 因 子 给 予 不 同 能 级 前 量 子 坊 以 不 同 的 占据 几 

和 但 它 总 是 力图 使 高 能 级 的 占据 几 事 小 于 低能 级 的 占据 几 
才 
_ 椒 搬 2 的 讨论 * 配 分 本 数 生 : = Sg ge ?前 物理 总 
义 就 是 所 有 能 级 的 有 效 状态 总 和 。 因此 能 绿豆， 的 有 有效 状态 
ge Ei/aT “与 有 效 状 术 总 和 4 移 毕 佑 就 下 示 焙 了 占据 能 级 的 
几率 。 a 人 

系统 的 配 分 酬 数 扫 重 要 吉 总 楼 其 只 休 ， 形式 确定 了 ， 
M -分布 也 就 确定 了 。 而 本 分 函数 的 确 定 要 根 岂 和 统 的 能 
级 状况 及 简 并 度 而 定 。 - 让 

作为 一 个 特例 ， 当 能 量 是 连续 变化 时 ， 项 要 用 和 信和 
分 形式 来 表示 M-B 分 布 , 即 . - 


dN = Yo-e /irp( EYdE 四 (8-19 ) 


Z = 人 epesora (8-20 ) 


其 中 4 六 表示 能 量 在 E 到 E +dE 间隔 内 的 粒子 数 。 
P(E)dE 表 示 在 E 到 E+ dE 内 的 状态 数 ， 而 p() 则 称 为 坊 
密度 〈 单位 能 量 间 隔 中 的 状态 数 ) 。 
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| 
本 章 主要 内 容 
一 、 生计 方法 基本 概 全 
1 。 分 布 概念 ， 粒 子 按 能 级 的 分 配 称 为 粒子 按 能 量 的 分 
布 。 分 布 必 须 满足 粒子 数 守恒 和 能 量 守 对 恒 两 个 条 传 〈 这 里 主 
要 是 指 对 孤立 系统 和 经 典 统 计 而 言 ) 。 
2。 宏观 态 和 微观 态 : 一 种 分 布 就 是 一 个 改观 坊 ， 一 个 
安 观 太 对 应 了 多 个 生 疯 起 。 
等 几率 假设 ， 当 系统 处 于 平衡 态 时 ， 每 一 种 微观 态 
出 现 交 可 能 性 是 均等 的 ， 即 竺 几率 拘 。 央 包含 久 宙 起 起 多 的 
宏观 态 出 现 的 儿 素 就 越 天 。 刘 闹 用 率 最 天 的 安 观 态 称 为 最 可 
几 分 布 塌 ， 即 平 街坊 。 2 
二 、 雪 克 斯 市 ~ 著 耳 摊 据 统计 
在 该 统计 中 ， 和 人 微观 粒 子 之 间 是 可 以 区 分 的 ， 不 受 晤 子 态 
学 粒子 全 风 性 原理 和 驳 利 原理 的 限制 ， 旋 又 称 为 经 典 统 计 。 
分 布 律 N,= ge "ri 
配 分 函数 2 = 卫 gier5i 


其 中 ee=N/Z, B=1/pT, 
当 能 量 连 续 变化 时 
dN = Werainrp( EydE 


z= | P(EVye-E/iTdE 
0 
习 是 
8-1 有 六 个 可 区 分 的 粒 予 ， 分 布 在 两 个 能 级 上 ， 有 届 个 
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粒子 分 布 在 忆 ! 能 级 上 ,入 -m 个 粒 也 分布 在 忆 s 上 。 试 证 景 可 
几 分 布 为 m= 入/2。 

8-2 已 知 有 3000 个 交 子 ， 可 以 处 在 吾 - _0,es2e 的 三 个 能 
级 上 简 并 度 都 是 1 ) 。 : 求 最 可 几 分 布 ， 保定 总 能 下 为 
3000e。 : 

gs 对 于 民间 在 体 各 广 = Fa 的 儿子 中 的 车 服 于 理 元 所 
体 ， 试 导出 系统 的 态 密度 P( 志 ) 及 配 分 函 妆 。 

上 


ftv)= = -yd = 47 ( Eg ) wo” /2hT l 
i 
P= olnZ 
NeT Ey 一 本 


mm 


并 由 比 式 写 由 型 气体 状态 方程 PV= NkT。 
.和 证 鸯 对 气体 的 内 能 有 已 = Mr ， 和 


第 九 章 量子 统计 简介 


在 MM-8B 统 计 理 论 中 ， 认 为 全 同 粒 子 是 可 分 辨 的 ， 这 一 
点 与 实际 情况 是 有 差异 的 。 随 着 量子 力学 的 发 展 、 人 们 认识 
到 微观 粒子 的 运动 服从 量子 力学 规律 ， 并 证 明了 两 个 全 同 粒 
子 交 换 位 置 并 不 形成 一 个 新 的 量子 态 ， 即 全 同 粒子 是 不 可 分 
辨 的 。 所 以 如 上 一 疙 那样 4 微观 粒子 如 标号 的 作法 是 不 正确 
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药 。 实 验证 明 ， 内 -8 统计 理论 的 结果 只 在 没 有 简 并 的 情 中 
下 才 与 实验 结果 相符 合 。 
” 男 一 方面 ， 量 子 力 学 又 证 明了 粒子 具有 自 旋 。 自 旋 为 半 
区 质子 、 中 子 等 必须 服 从 泡 利 不 相 容 原 
。 这 类 粒子 称 为 费 米 子 。 即 每 一 个 量子 态 只 能 容纳 一 个 费 
六 于 。 而 和 为 相 的 裕 子 如 光子 、 介 于， 声 子 竺 称 为 玻 色 
了 ， 这 类 粒子 不 受 泡 利 原理 的 限制 。 即 每 个 量子 态 所 容纳 的 
笨 子 数 没有 限制 。 
由 上 面 讨论 知 ， 爹 同性 原理 将 给 量子 统计 和 经 典 统计 带 
来 重要 的 差别 ， 而 泡 利 原理 又 将 给 费 米子 和 正 色 子 的 统计 带 
来 重要 差别 。 因 此 ， 量 子 统计 又 分 成 两 种 : 费 米 - 狄 别克 统 
计 和 玻 色 - 爱 因 斯 坦 统 计 。 


$9-1 费 米 - 狄 喇 克 统计 及 应 用 简 例 


系统 由 大 数 全 同 费 米子 组 成 ， 粒子 不 可 区 分 。 对 六 ,个 
站 在 已 ;状态 的 粒子 ， 和 如 果 置 换 其 中 的 粒子 ， 不 会 和 变 其 微 
现 态 。 且 粒子 服从 泡 利 不 相 容 原理 。 
一 、 任 意 宏观 态 所 包含 的 微观 态 数 
仍 考 虑 弧 立 系统 ， 满 足 粒子 数字 便 及 能 量 守 便条 件 
SN:sN # 


(9-1) 
ZEN; FE: = 已 


设 系统 的 能 级 为 已 ,， Ez"**, BEB;, 9 对 应 的 简 并 度 为 
1 G2 9i yo 根据 泡 利 不 相 容 原理 ， 每 个 能 级 所 容纳 


的 粒子 数 不 能 大 于 9;。 则 对 任意 宏观 态 可 囊 示 如 下 
能 级 Ei、 Es Bi、 


说 
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简 并 度 Gi、 G2、 9 、gi、 - “(9-2 
分 布 LV1、 N,, CT 
茶 件 Vs 委 9i 
这 个 安 观 态 所 包含 的 微观 态 数 可 由 下 面 计算 得 出 。 对 能 
量 为 巨 ;的 能 级 有 9, 个 量子 态 。 根 据 泡 利 不 相 容 原 理 ， 处 在 
每 一 个 态 的 粒子 数 只 能 是 0 和 1。 又 根 据 全 同 性 原理 ， ,个 
粒子 间 不 可 区 分 ， 它 们 在 EE; 上 的 各 态 的 不 同 排列 不 产生 新 
的 微观 态 。 国 此 ，N; 个 粒子 在 万; 上 的 5. 个 量子 态 上 的 微观 
状态 数 ， 就 等 于 从 9i 个 元 素 中 取 和 ,个 元 素 的 组 合 数 ， 即 
国 gil _ _ 
NT ”0973) 
把 所 有 能 级 上 的 微观 态 数 计 入 后 ， 由 (9-2) 式 表 示 的 分 
布 所 包含 的 总 的 微观 态 数 就 应 为 (9-3) 式 对 # 求 乘积 ， 即 


_- gi! 一 
所 Hy cg, -Ni (9-47 


在 平衡 坊 时 ， 钱 取 最 大 值 。 
二 、 费 米 - 狄 咯 克 分 布 
仍 照 用 前 面 求 训 -B 分 布 的 方法 。 对 (9-4) 式 取 自 然 对 数 
ln 到 = Srlng.! -lnN.! -ln(g,—N.,)1 C9-5) 
用 斯 特 林 公 式 化 简 土 起 _， 
lnW = Sigiing-NilaN,-(g. -Ni)in( g-N,)) 
当 系 统 达到 平衡 态 时 有 511V = 0， 从 而 得 
ni ON =0 “9-6 
将 (9-1) 两 式微 分 ， 引 入 常数 <、B， 并 与 (9-6) 式 相 
加 ， 则 可 得 
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lnN, -ln(g — N;)+o+PAE,=0 
即 必 ; i (0-7) 


Carie: 十 1 
同样 ， 在 此 处 6=1/&7。 并 定义 a= -1/， 三 : 称 为 
费 米 能 ， 是 个 与 温度 有 尖 的 量 。 则 


= gs a 
N= GtE -ED + 7 8 


在 能 钥 玉 :上 的 每 个 各 子 态 被 占据 的 几率 为 


一 .Vi 一 1 、 oo 
fF;) Tg, el jE DIT 3-9) 


(9-9) 式 称 为 费 米 - 狄 
现 克 分 布 函 数 。 简 称 F-D 全 ). 
分 布 。 图 (9-1) 给 出 了 这 :| 
个 阔 数 在 T=0K 和 7 之 0RK 
时 的 曲线 。 

巨 - 万 分布 有 如 下 特 
点 : 

1。 当 T =0 玫 村 营 


子 态 寝 占据 的 儿 率 为 、 
人 < 
fl(E) = 
E> 


即 在 绝对 零度 时 ， 能 
量 比 B; 低 的 能 级 全 部 被 


占据 ， 丽 比 7 高 的 能 级 


全 部 空 着 。 如 图 (9-10) 所 示 。EE， 称 为 绝对 零度 时 的 费 米 
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能 。 | i 由 
2。 当 7>>0 区 了 时， 分 布 曲线 如 图 (9-1 妇 所 示 。 可 以 看 


出 在 > 已 ?的 能 级 上 均 有 粒子 。 在 = 名 /处 f( 忆 )= >。 


玉 / 称 为 TK 时 的 费 米 能 ， 也 就 是 占据 几率 为 的 能 级 半 具 有 
的 能 量 。 

3。 当 f(E,;)=N;/g; 所 1 时， etEi-EP /a7 + 1 财 其 
中 1 可 忽略 ， 则 分 布尔 数 变 为 M-B 分 布 f( EE;)= ge " fFi, 
这 说 明 当 每 一 能 级 上 粒子 数 都 较 少 时 ， 粒 子 所 占据 的 量子 态 
是 非 简 并 的 。 从 而 可 由 量子 统计 过 滤 到 经 典 统计 。 可 见 ， 只 
有 在 非 简 并 的 条 件 下 ， 全 同 粒子 才 是 可 分 辩 的 。 … 

三 、 金 属 中 电子 的 分 布 费 米 能 ' 

金属 中 的 电子 是 费 米 子 。 服 从 已 -了 分布。 

绝对 零度 时 的 费 米 能 人 

金属 中 的 自由 电子 在 填充 能 级 时 要 遵守 泡 利 不 相 容 原理 
和 最 小 能 量 原理 。 由 于 泡 利 原 理 的 限制 ， 即 使 在 T=0K 时 ， 
金属 中 的 自由 电子 也 不 能 都 处 在 能 量 景 低 的 能 级 上 ， 而 是 每 
个 能 级 至 多 能 容纳 两 个 自 旋 相反 的 电子 。 

按 能 量 最 小 原理 ， 电 子 从 最 低能 级 开始 填充 。 每 个 能 级 


填 两 个 自 施 相反 的 电子 ， 逐 渐 向上 填充 。 假 定 在 能 级 巨 ; 上 
正好 填 完 所 有 电子 ， 则 这 个 能 级 就 是 绝对 ' 零 府 时 的 费 米 能 
角 。 所 对 应 的 能 县 已? 称 为 费 米 能 ， 它 是 在 绝 对 零度 下 自由 


电子 可 能 具有 的 最 大 能 量 。 因 此 ， 费 米 能 级 的 存在 是 泡 利 不 
相 容 原 理 和 能 量 最 小 原理 的 闻 然 结果 。 
由 于 金属 中 自由 电子 的 能 级 数目 巨大 ， 能 级 间隔 很 小 ， 
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因此 可 把 其 能 量 视 为 连续 的 。 在 到 巨 +dE 间 的 量子 态 的 
数目 为 (见习 题 8-3 ) | 
2p(E)dE = 4zp (Wt) vBEdBE (9-10) 
上 式 右 边 乘 2 是 由 于 考虑 了 电子 自 旋 后 的 结果 。 因 此 能 
量 已 到 瑟 + dE 间隔 内 所 填充 的 电子 数 为 
dN=2f(E)p( EJdEF = .22E)dE 


etE Er/eT +1 | 


(9-11 > 
当 7 = 0K 了 时 - 
| 1 E<E; 
f(E)= | 
E>E; 
\ i 
则 N=jan=| yp( FJdE 
Er yp N32 2. 
_ (Ef fap . 
-jv (NE) YEa 
2u4F? s : 
_87V i /2 _ 
= 7 ( ) (9-12 》 


设 金属 中 自由 电子 密 庆 为 ae= NV/ 广 。 则 由 (9-12 ) 式 得 
了 = 0 民 时 的 费 米 能 为 
已? -外 (中 ) ~5.84x10 "m/s (9-13 ) 
可 见 金 属 的 费 米 能 电 ? 只 与 金属 中 自由 电子 密度 n 的 2/ 3 
次 方 成 正比 。 而 与 其 它 因素 无 关 。 


了 本 


”在 7=0K 时 ， 电 子 的 平均 能 量 为 


E° = HEaN= 2 人 ar (EJdE 
=- -Wy )P 2 ) 


a2r Es 
-4 兴 ) | FE/2dF ( 9-14) 


再 利用 ( 9-12 ) 式 得 


E* = BE? , , (9-15) 


对 于 铀 E79=1.13x10 J， 则 = 0k 时 铀 中 自由 电子 
应 有 8 .77 #107 对 的 下 沟通 导 而 时 四 损 年 你 米 说 ,0 分 子 的 平 
均 能 量 要 达到 这 个 数值 其 温度 必须 达到 3 x10* K 才 有 可 能 。 
可 赂 与 经 典 气体 的 行为 是 大 不 相同 的 。 

常温 时 的 费 米 能 “电子 比 热 ， 

在 7>0K 时 ， 但 温度 又 不 太 高 时 ， 即 在 氏 了 祥 瑟 ;交情 襄 
下 ， 应 用 -了 分布 “进行 适当 前 冲 咎 后 表明 这 时 的 大 7 与 

EE? 的 数值 相差 不 太 大 。 五; 的 一 级 近似 为 ~E?, 二 级 近 
似 为 
kT \? 
E:T El 1- — (9-16 ) 
(总 放 
用 FF-D 分 布 还 可 算出 电子 的 平均 能 晤 


五 =3 ;EI im (pe)) (9-17 ) 
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在 一 般 情况 下 人 7 侠 忆 fs 则 巨 闪 < 忆 ?.。 NN 个 电子 的 总 
能 量 N 互 = 5 六 巨 ?。 这 党 明 当 温度 变化 时 ， 只 有 一 小 部 分 


电子 能 量 受 到 影响 。 由 ( 9- -17 ) 式 可 算出 每 个 电子 在 常温 和 
所 贡献 的 比 热 为 1 
2 OE pT 和 
-a7 2 巨 。 2 (I-18 ) 
这 是 一 个 很 小 的 量 。 所 以 通常 情况 下 电子 对 固体 比 热 
的 贡献 很 小 。 


$9-2 下 色 - 受 因 白地 统计 及 应 用 简 例 

下 色 - 爱 轨 斯坦 统 寺 是 关于 攻 色 子 芍 统计 理论 。 玻 色 于 
不 受 泡 利 攻 相 容 原理 的 限 全， 即 每 一 个 基隆 态 可 包容 纳 任意 
多 的 粒子 。 

一 伍 匠 案 当 者 甩 叙 信 航 失 果 太 委 


nn 
5 SNi= N 


SNiEi ( 9-19 》 


生意 安 观 态 分 布 可 表示 如 下 

能 级 Es Ez、 Ei、 

简 并 放 gi、g92s、 **、9i、 ( 9-20 ) 
粒子 数 Ni Ns NN 

对 这 个 安 观 态 所 包含 的 微观 态 数 可 以 这 样 计 算 ， 由 于 不 
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表 (9-1) ; 个 粒子 任意 分 布 在 0 个 态 中 


1 2 3 4 gi—1 


00 ;0 1000 |:00 0 100 
! . ma 


ee ee 


Besnue 


受 泡 利 原理 的 限制 ， 在 能 级 EE ,的 g; 个 量子 态 上 每 个 态 的 粒 
子 数 不 限 。 为 计算 入 ;处 于 ,上 的 可 能 状态 数 ， 可 以 把 gi 个 
量子 态 排列 成 一 行 。 形 成 9 个 盒子 ， Ni 个 粒子 可 以 任意 分 
布 子 其 中 ， 如 表 ( 9-1 ) 所 示 。 把 相 邻 盒子 的 “ 隔 板 ” 篇 成 
号 ，- -共有 9; -1 个 “ 隔 板 ”。 

Ni 个 粒子 和 gi - 1 个 隔 板 排 成 -… 行 ， 可 能 的 多 排列 为 
(CN;+ gi 一 1)! 个 。 但 因 隔 板 之 间 不 能 进行 相互 交换 ， 或 隔 
板 间 的 交换 不 产生 新 的 分 布 。 因此 ， 上 面 的 计数 要 除 以 
《 9g; 一 1)!。 辣 样 ， 因 为 粒子 闻 不 可 区 分 ， 调换 粒子 也 不 漳 
加 新 的 状态 。 因 此 还 要 除 以 Ni;!。 最 后 得 六 ;个 粒子 在 g; 个 
子 态 上 任意 排 布 的 可 能 微观 状态 数 为 

_ (N;+9g;—1)! 


万 To 《21 7 
则 (9-20 ) 式 表 示 的 宏观 态 所 包含 的 总 微观 状态 数 为 对 
上 式 的 求 积 


(N;+9g;—1)! ， 
= 1 NT | . (9-22 ) 
二 、 玻 色 - 爱 因 斯 坦 分 布 
同样 当 系统 达到 平衡 大 时 即 达到 了 了 最 可 几 分 布 状 态 
与 前 曾 求 杂 - 召 分布 和 下 - 咏 分 布 同样 的 方法 ， 可 以 确定 玻 色 
~ 爱 园 斯 坦 分 布 为 


Ni = + (9-23) 
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其 中 6 = 17A7 。- 其 分 布 国 数 为 


fi(E;)= YY = Bi 1 《9-~24》 


简称 为 B- 巨 分 布 。 表 示 能 量 为 已 ,的 一 个 量子 态 被 粒子 占据 
的 几率 。 也 可 以 看 成 是 忆 : 的 一 个 量子 坊 上 的 平 均 粒子 数 。 
其 中 a 不 再 具有 与 费 米 能 相对 应 的 意义 。a 应 由 具体 的 系统 而 - 
定 ， 但 必须 使 NN; 为 正 ， 邯 必须 使 e* 55 和 1 ， 或 a+ Rf/kT 
>0。 

当 sa2; 交 1 时 ，《 9-24 ) 式 分 母 中 的 1 可 以 略 去 ， 则 
B- 玉 分 布 过 渡 到 MM-8 分 布 。 

二 、 玻 色 凝 结 

由 于 焉 色 子 不 受 泡 利 原理 的 限制 ， 故 当 温度 足够 低 时 ， 
粒子 将 集中 到 最 低 的 能 级 上 。 这 种 现象 就 称 为 臻 色 凝结 。 

令 Q= -2/M7， 则 Ni= gt(ec202 /人 -1 由 于 Ni, 不 
能 为 负 值 ， 则 要 求 妃 ,>e。 如 果 最 低能 量 为 去 ， 则 <0。 由 
条 件 入 ;= 六 可 以 确定 ec， 即 


gi 一 
N= Bi 和 { 《9-25 ) 


注意 ;和 g; 都 与 温度 无 关 。 故 在 NV 一 定时 ， 温 度 越 高 

s 的 值 越 低 。 当 温度 足够 高 时 ,可 用 积分 来 代替 (9-25) 
式 。 即 4 
(EdE a72 EdFE 

N= | a 5 = 2 (做 ) ”EaE 1 

《 9~26 了 

其 中 p( EdE( 见习 题 8 一 3 ) 是 代替 9 的 。 当 温度 下 降 时 - 
e 值 升 高 。 当 了 降 到 某 一 临界 温度 7 .时 ，e 将 升 高 趋 近 于 零 。 
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令 e= 0 可 确定 7。， 即 
N =2ay ( 和 ) VEdEE (9-27 ) 


四 eEARAT 一 1 
令 X= /kT.， 则 .上 式 化 为 
3/:2rm ~» 
N =2aV ( 2 ) | xd 


0 Ce*—1 


证 [= “x2. 612， 则 


e*—1 


(9-28 ) 


= 1 .he NY/ _ 
(2.612):? 2mrUR 六 《8 -29 ) 
由 于 必须 小 于 零 ， 当 了 <。 时 ， < 不 能 再 增加 到 大 于 


零 ， 则 (9-26 ) 式 中 的 积分 项 不 再 能 保持 不 变 。 即 条 件 
EN; = N 不 能 被 满足 。 原 因 是 当 把 (9-25) 式 变 成 (9 


一 26) 式 时 ， 在 P( 巨 )d 中 有 一 个 vwVE 的 因子 ， 这 样 就 把 E 
= 0 的 项 去 掉 了 。 不 过 在 温度 较 高 时 ， 该 项 是 一 个 可 以 忽略 
的 小 量 。 但 是 ， 当 温度 较 低 时 ， 特 别 是 在 接近 绝对 零度 时 ， 
粒子 将 全 部 集中 到 最 低能 级 上 。 因此 巨 =0 的 这 一 项 就 变 得 
重要 了 。 故 当 7 在 了 .附近 时 ，《〈 9-26 ) 式 应 改写 为 
N=N, +2rr (2 ) 个 VEdE 


0 e€E/hAT— 1 


《9-30 ) 


其 中 是 温度 为 了 时 处 在 能 级 =0 上 的 粒子 数 。 由 于 7 在 

耳 ,附近 ， 故 在 第 二 项 中 取 e = 0。 这 时 当 7 再 降低 时 ，(9-30 ) 

式 的 第 二 项 就 减 小 ， 而 第 一 项 增 大 ， 故 保持 了 粒子 数 守恒 。 
令 X= 已 /AT ， 则 (9-30 ) 式 为 


312 
N= Ns +2ay (24 人 2Uk7 2 


( 9-31 ) 


将 -3) 式 代入 得 
” 3/2 
N= Nd (地 ) ( -32 ) 


辣 吉 = 0 能 级 上 的 粒子 数 为 - 
N,= NC 1 一 (地 一 ) ] ( 9-33 ) 


(9-33 ) 式 说 明 ， 当 7 了 <7. 时 ， 琉 色 子 将 在 =4 的 能 
级 上 迅速 聚集 。 其 粒子 数 N, 与 总 粒子 数 县 有 相同 的 数量 级 。 
这 … 现 杂 称 为 悉 色 - 爱 因 斯 坦 凝 结 。 了, 称 为 凝结 温度 。 人 们 
旧 前 书 知 的 一 些 低温 现象 如 起 流 、 超 导 等 就 可 能 与 玻 色 凝结 


UY 结 * 
小 二 和 类 关于 并 米 了 和 肚子 商人 红 天 学 的 统计 光 
论 。 、 
( 五- DD :六子 不 可 区 分 .得 服 从 泡 利 
人 ”= gr?, 
分 而 MM ee 、， : os, 风 

长 中 ec= 一 Cn P=1/kT, 五 :为 费 米 能 。 . 

二 ， 费 米 统计 对 金 乾 中 自由 电子 的 应 用 。 在 7 = 0 色 时 ， 
电子 将 占 满 所 有 小 于 费 米 能 的 能 级 。 在 8 攻 了 时, 一 部 分 电 
和 1 

二 ; 政 色 统计 ( 也 -五 车 子 不 可 国 分 ， 县 不 上 和 
利 原理 。 1 


全 二 9; 
分 布 律 ”六 : = tp 1] 
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网 、 豆 外 凝结 
由 于 不 受 泡 利 原理 的 限制 ， 当 人 < 了。 时 ， 豆 色 粒子 将 迅 
事 地 在 EF = 0 的 能 级 土语 结 。 


习 是 
9-1 让 氮 费 米 - 狄 浊 克 分 布 画 获 ， 扒 导电 子 气 的 速率 分 


9-2 Ee =.0K 时 与 巨 y 对 应 的 这 Se 为 Daas 。 试 计算 此 


1 电子 的 于 葬 这 证。 状 计 算 当 有 = 55Y 时 平治 速率 区 值 。 
8-3 当 委 直 于 金属 表面 的 电子 分 速度 大 于 bo 时， 电子 
ee 

位 对 问 内 从 人 金属 表面 单位 面积 放出 的 电子 数 。 

9-4 殷 握 公式 已 = 一 Ny 证 明 : 汉子 气 体 的 蒜 
强 忆 =W/3。 其 中 4= 世 JV 是 辐射 的 能 蝇 密 度 | 

8-5 光子 是 玻 色 子 ， 平 生态 时 满足 B- 巨 分 布 。 试 由 此 
导出 将 朗 克 黑体 轰 射 公式 : 


elvy, 7) = 8 * si | | 
其 中 p(7，? ) 是 在 单位 时 间 内 ， 频率 5 
隔 内 的 辐射 能 量 。 
9-6 国体 中 某 种 准 粒子 遵 从 正 色 分 布 。 满足 关 困 加 
= hi2。 试 证 明 在 低温 范围 ,这 特 准 鞍 子 的 激发 所 息 致 的 热 容 
与 下 872 成 比例 《 铁 磁 体 中 的 自 族 波 具有 这 种 性 质 ) 。 
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第 三 篇 量子 力学 在 固体 物理 中 的 应 用 


第 十 章 ”关于 晶体 的 一 些 基 本 概念 


转 体 物理 主要 研究 对 象 是 晶体 ， 故 在 讨论 固体 物理 问题 
之 前 ， 鞠 得 了 解 晶体 的 一 些 知 识 。 本 章 主要 介绍 晶体 结构 与 
晶体 结合 (结合 力 和 结合 能 ) 的 一 些 基本 贩 念 及 其 具体 类 型 。 


8&10-1 晶体 结构 简介 


固体 可 分 为 晶 态 和 非 晶 态 两 大 类 .原子 (或 离子 、 分 子 ) 
驳 规 则 排列 是 唱 态 固体 物质 共同 的 也 是 最 基本 的 特点 ， 是 研 
究 唱 体 的 宏观 性 质 和 各 种 微观 过 程 的 重要 基础 。 

一 个 理想 晶体 可 以 看 成 是 由 全 同 的 原子 或 原子 群 沿 空间 
三 个 不 同 的 方向 ， 各 按 一 定 的 距离 周期 性 地 平移 而 构成 的 。 
这 样 的 原子 或 原子 群 就 是 晶体 的 基本 结构 单元 ( 称 为 基 元 )。 
简单 晶体 如 铀 、 银 、 铁 和 碱 金 属 的 基 元 就 是 单个 原子 。 有 些 
晶体 的 基 元 由 多 个 原子 或 分 子 组 成 ， 如 金属 间 化 合 物 NaCd， 
的 基 元 包含 1192 个 原子 。 在 空间 点 阵 学 说 中 用 一 些 空间 点 代 
表 基 元 中 的 相同 位 置 〈 例如 基 元 的 重心 ) ， 称 为 格 点 。 这 些 
格 点 的 总 体 称 为 点 阵 。 作 许多 平行 的 直线 族 通 过 点 阵 中 的 属 
点 就 形成 了 一 个 空间 网 格 , 称 为 卓 格 。 在 晶 格 的 每 一 个 格 点 上 
所 同样 的 配置 方式 附加 上 一 个 基 元 ， 就 得 到 了 实际 的 晶体 结 
构 。 格 点 、 点 阵 和 品格 概括 地 反映 了 晶体 中 原子 有 规则 排列 
区 周 期 性 特征 。 
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由 于 晶 格 的 周期 性 ， 可 以 
在 共 中 选取 -一 定 的 单元 ， 如 图 
10- 1 中 以 格 点 为 顶点 ,以 a、 
b 、c 为 棱 边 的 平行 六 面体 ， 
将 它 每 次 位 移 a， 或 f， 或 5， 
不 断 地 重复 平移 ， 就 可 以 得 出 
整个 晶 格 ， 这 样 的 重复 单元 称 
为 晶 胞 。 a、b 、c 代 表 晶 胞 的 图 10-L 
三 个 楼 边 长 与 取向 , 称 为 平移 矢量 。 晶 胞 和 平移 矢量 可 以 有 各 
种 不 同 的 选取 方法 ， 其 结果 都 给 出 完全 一 样 的 晶 格 。 在 固体 
物理 学 中 常 选取 体积 最 小 的 晶 胞 ， 称 为 原 胞 。 原 胞 的 格 点 在 
顶 角 上 ， 内 部 和 面 上 都 不 含有 其 它 格 卡 。 每 个 原 胞 的 八 个 顶 
角 上 的 烙 点 为 八 个 原 胞 所 有 ， 故 每 个 原 胞 平均 只 含有 一 个 格 
点 。 原 胞 是 晶 格 的 最 小 周期 单元 ， 其 平移 矢量 称 为 基本 平移 
矢量 ( 基 矢 ) 。 

除了 周期 性 外 ， 每 种 晶体 还 有 自己 特殊 前 对 称 性 。 为 司 
时 反映 晶体 的 对 称 特性 ， 结 晶 学 上 所 到 的 原 胞 体积 不 一 定 最 
小 ， 结 点 不 仅 在 顶 角 上 ， 通 常 还 出 现在 体 心 或 面 心 处 ， 但 原 
胞 的 边 长 总 是 一 个 周期 。 立 方 唱 系 的 三 个 基 矢 长 度 相等 且 互 
相 垂 直 ， 即 ac = 656 = cy aL"，hLc，ca 。 立 方 晶 系 的 
原 胞 有 简 立 方 、 体 心 立方 和 面 心 立 方 三 种 ， 如 图 10-2 所 示 。 
立方 晶 胞 的 棱 边 称 为 晶 轴 ， 棱 边 长 a 称 为 晶 格 常 数 。 简 立方 
只 在 八 个 顶 角 上 有 格 点 ， 每 个 晶 胞 只 包含 一 个 格 点 ， 与 固体 
物理 学 中 原 胞 一 致 。 体 心 立方 除 顶 角 上 有 格 点 外 ， 还 有 一 个 
格 点 在 立方 体 的 中 心 ， 蝇 胞 中 就 包含 了 两 个 格 点 。 固 体 物理 
学 中 常 要 求 原 胞 中 只 包含 一 个 格 点 ， 则 选取 如 图 10- 3( 6 ) 
中 并 线 所 示 的 原 胞 。 可 以 证 明 ， 这 样 选取 的 原 胞 体 积 为 
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2 0*。 面 心 立 方 除 项 角 上 有 格 点 外 ， 在 立方 体 六 个 面 的 中 心 


还 各 有 一 个 格 点 。 因 面 心 上 的 格 点 为 相 邻 的 两 个 虎 胞 所 共 
有 ， 六 个 面 心 格 点 相当 于 只 有 3 个 属于 这 个 到 胞 ， 所 以 耐心 
立方 晶 胞 由 包含 有 四 个 格 点 。 固 体 物 理学 中 对 这 种 晶 格 则 选 
取 如 图 10-3( 5 ) 中 碟 线 所 示 的 原 胞 ， 面 心 立方 的 六 个 面 心 格 
点 和 两 个 硕 角 格 点 构成 了 新 取 原 胞 的 八 个 顶 角 格 点 。 可 以 证 


袁 ， 这 种 原 胞 体积 为 1 0。 


i 图 10-3 , 人 
实际 晶体 的 晶 务 又 可 以 分 为 简单 唱 格 和 复式 唱 格 ， 在 条 
单 蝇 格 中 每 个 原 胞 只 含有 一 个 原子 ， 在 复式 唱 格 中 每 个 原 胞 
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含有 两 个 以 上 的 原子 。 如 果 晶 格 由 完全 相同 的 一 种 原子 组 
成 ， 而 且 每 个 原子 周围 的 情况 都 一 样 ， 则 这 种 原子 所 组 成 的 
网 格 与 由 格 点 所 组 成 的 晶 格 相同 ， 称 为 简单 唱 格 。 有 具有 体 心 
立方 结构 的 大 金属 和 具有 面 心 立方 结构 的 金 、 银 、 铜 晶体 部 
是 简单 蝇 格 。 如 果 晶 体 的 基 元 中 包含 两 种 或 两 种 以 上 的 原 
子 , 每 种 原子 都 各 自 构 成 和 格 点 相同 的 网 格 , 这 些 网 格 相对 地 
有 位 移 , 则 称 此 晶体 的 原子 所 形成 的 晶 格 为 复式 晶 格 。 例 好 毛 
化 钠 唱 体 就 是 由 -… 个 Na 离子 和 一 个 CI- 离子 组 成 一 个 其 元 
构成 的 面 心 立方 晶 格 ， 也 可 以 看 成 是 Na+ 离 子 的 面 心 立方 晶 
格 与 Cl- 离子 的 面 心 立方 品格 沿 空间 对 角 线 方向 错 8.0 
的 距离 组 成 的 复式 晶 格 。 有 些 唱 格 虽 

然 册 一 种 原子 组 成 ， 但 每 个 原子 局 围 、 

的 情 襄 并 不 一 样 ， 也 可 以 构成 复式 晶 。 
格 ， 如 金刚 右 、 销 、 硅 等 元 素 的 蝇 
体 。 金 刚 石 晶体 结构 如 图 10- 4 所 示 ， 
在 一 个 面 心 立方 晶 胞 内 还 有 四 个 原 


子 ， 分 别 位 于 四 个 空间 对 角 线 的 了 


六。 出 于 要 名 两 个 矶 原子 价 急 的 取向 图 10- 4 
不 园 ， 它 们 周转 的 篆 襄 不 同 ， 成 鸭 偶 式 晶 格 。 这 是 中 两 个 河 


心 立方 晶 格 相互 沿 空间 对 角 线 位 移 1 的 长 底 益 构 训 大 的 ， 


马 中 会 育 丙 个 不 等 问 的 碳 原 子 。 
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$10-2 原子 间 结 合力 的 一 般 性 质 


自由 原子 结合 成 晶体 时 ， 原 子 的 外 层 价 电 子 重新 分 布 ， 
产生 不 同类 型 的 结合 力 ， 使 得 所 构成 的 晶 态 系统 的 总 能 量 降 
低 ， 从 而 形成 不 同类 型 的 稳定 晶体 。 按 结合 力 的 性 质 和 特 


点 ， 蝇 体 可 分 为 五 种 类 型 ， 


离子 晶体 《离子 结合 ) ， 共 价 唱 


体 ( 共 价 结合 ) ， 金 属 晶体 ( 金属 结合 ) ， 分 子 晶 体 ( 范 德 
瓦尔 斯 结合 ) 和 和 氢 键 晶体 ( 氨 键 结合 ) 。 | 


虽然 不 向 晶体 结合 力 
的 类 型 和 大 小 不 同 ， 但 是 
在 任何 晶体 中 ， 两 个 原子 
〈 或 离子 、 分 子 ) 之 间 的 
相互 作用 力 或 相互 作用 势 
与 它们 间距 离 的 关系 在 定 
性 上 是 一 致 的 。 当 两 原子 
间距 离 较 远 时 ， 相 互 作 用 
力 为 零 , 随 着 距离 的 减 小 ， 
两 原子 异性 电荷 之 间 的 
库仑 引力 逐步 增强 ， 当 距 
离 进一步 减 小 时 ， 同 性 电 
荷 之 间 的 库仑 斥 力 和 两 原 
子 内 层 电 子 云 重 又 导致 的 
由 泡 利 原理 引起 的 排斥 力 
急速 增 大 ， 使 排斥 力 在 近 
距离 情况 下 取代 吸引 力 而 


utr )" 


图 10-5 
起 主要 作用 。 原 子 间距 离 ” 与 相互 作用 势能 u(r ) 的 关系 曲 
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线 如 图 10- 5 ( a ) 所 示 。 
两 原子 间 相互 作用 力 f(r) = 一 中, 则 可 得 图 10-5( 6) 


所 示 的 相互 作用 力 曲 线 。 由 图 可 见 ， 存 在 一 个 原子 问 相互 作 
用 力 平 衡 距离 ro， 当 ” > 时， 大 ”入 0 ,引力 大 于 斥 力 ;总 
的 相互 作用 为 引力 ， 当 <” 时 ，Xr)>0 ， 斥 力 大 于 引 
力 ， 总 的 相互 作用 为 斥 力 ， 当 7 =r 时 ， 帮 ro) = 0， 引力 和 


斥 力 相抵 消 。 由 到 | 。 = 0 ， 可 得 平衡 距离 mn ， 此 时 二 


ro 


原子 体系 处 于 稳定 状态 。 

如 时 选取 两 原子 相距 无 穷 远 时 为 相互 作用 势能 的 零点 ， 
稳定 组 态 能 x ro) 就 是 负 值 。 -… 般 可 将 两 个 原子 的 相互 作用 
势能 表述 为 害 函 数 

ur)= -+b (10-1) 
外 r 
其 中 a、5 、m 、n 表征 二 原子 特性 ， 为 大 :于 零 的 常数 。 式 
中 第 - 一 项 为 负 ， 对 应 于 与 吸引 力 相 关 的 能 量 ， 第 二 项 为 于 ， 
对 应 王 与 排斥 力 相 关 的 能 量 。 
由 于 xzr) 在 ro 处 有 最 小 值 ， 由 (10-1 ) 式 得 


de -n+1) 2 
人 人 17o 7 2 
0 
b 
tm 十 1) ->0 
ro +t? 
又 由 Ek ,= 0， 得 nm-"= "4 ， 代 入 上 式 后 可 得 


轴 之 Hn。 这 一 结果 天 明 ， 以 (10-1 ) 趟 措 达 的 两 个 原子 的 相 
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所 作用 势能 中 ， 排 竹 力 的 作用 范围 比 琢 引 力 的 作用 范围 短 
与 疝 面 定 狂 襟 述 的 相互 作用 力 和 下 离 的 关系 相 吻 合 。 


s1-> 晶体 的 结合 与 结合 能 


晶体 中 所 有 原子 的 总 相互 作用 势能 可 以 表示 为 所 有 虞 六 
不作 用 旁 能 之 和 。 淡 晶体 中 2、j 两 原子 距 讽 为 7;;， 
党 针 为 <ri;)， 则 加 访 个 原子 组 成 的 英和 你 总 相互 作 质 


二 ~ 7 1 一 2 
U = 了 之 之 ur 7 
2 i 
i 了 


必 表 求 和 不 包括 i = j 项， 引入 于 因子 是 因为 每 一 


对 总 子 的 开 作 用 势能 都 计 及 了 二 次 。 如 果 忽 略 而 体 吉 面 层 永 
子 和 和 内阁 卡 子 对 势能 贡献 的 差别 ， 则 每 个 原子 与 晶体 中 所 有 
二 宇 吝 卫 的 相互 作用 相机 加 的 ， 风 此 《192 ) 式 可 号 为 

U = ? N Cr) (C10-3 > 
法 下 各 原子 丘 呈 7 起 决 证 基体 的 咯 作 结构 和 最 近邻 二 启 
子 习 距 了 了， 因此 对 于 确定 的 晶体 ， 上 上 式 可 表达 为 最 近邻 原子 
记 宇 了 的 函数 u(r) 或 整个 咏 体 体积 矿 的 函数 4()。 当 晶体 处 
了 稳定 状态 时 ， ” =7, 称 为 咒 体 的 蝇 烙 常数 ， 广 = 瑚 时 ， 总 
经 下 作用 势能 还 十 用 小 伪 U = Da。 

腺 子 从 自 息 状态 结合 为 卓 体 的 过 程 中 释放 出 洲 的 能 量 ， 
FE 志 浊 人 体 活 数 为 前 全 自由 粒子 所 必须 的 能 景 称 为 起 体 的 结合 
能 口 -.， 若 不 考虑 原子 的 动能 (在 0 民 时 》， 有 De = -On。 
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通常 以 eV /atom 或 kJ/mol 作 为 结合 能 的 单位 。 结 合 能 起 
大 ， 形 成 的 晶体 越 稳 定 。 

下 面 分 别 讨论 用 种 则 型 的 晶体 结 全 机制 和 结 会 能。 

、 离 子 键 与 离子 型 晶体 

元 于 周期 卖 中 第 I 族 碱 金属 元 素 与 第 望族 贞 族 元 素 化 合 
物 ( 如 NaCl 、CsCl 等 ) 所 组 成 的 晶体 是 典型 的 离子 晶体 。 
在 这 种 晶体 中 ， 碱 金属 原子 的 最 外 层 电子 转移 到 网 族 原子 - 
上 ， 形 成 正 、 负 两 种 离子 。 这 些 正 、 负 离子 的 电子 云 分布 近 
似 卫 惰性 气体 原子 的 电子 云 球 对 称 分 布 ， 只 是 在 相互 接触 的 
地 方 有 一 些 偏离 ， 因此 可 以 把 这 些 正 、 负 离子 当 作 点 电荷 
来 处 理 ， 它 们 之 间 的 吸引 势能 就 是 正 、 负 电荷 的 静电 势能 。 
由 (10-3 ) 式 ， N 个 正 、 负 离子 组 成 的 晶体 结 合 能 


为 
-NN NYY/ 1 
U 一 U(rii) = 2 之 《 二 六 
1 a ' 
-人 四 C 10- 40) 
a | : 
第 一 项 的 正 、 负 号 分 别 对 应 于 异 号 电荷 和 同 号 电荷 的 互 作 
用 。 | 


设 m 为 其 近邻 六 寅 的 距离 ， ri; ; = Cros “是 屿 晶体 
儿 何 结构 决定 的 常数 。 若 令 


Vv ww 6b 
a= > tC B= 2 


和 


则 C10-4 ) 起 可 写 为 
. 加 _WN 
~ (—s je 7 人 四 (10-5 > 
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其 中 a 称 为 马 德 隆 常数 ， 仅 由 晶体 的 几何 结构 决定 ，B 和 m 为 
晶 格 参量 。 

二 、 共 价 键 和 共 价 型 晶体 

毛 分 子 的 结合 是 共 价 键 结合 的 一 个 简单 例子 。 下 面 用 海 
特勤 -伦敦 近似 法 讨论 氨 分 子 的 结合 能 。 

假定 组 成 氨 分 子 的 两 原子 核 4 、B 固 定 不 动 ， 略 去 电子 
自 旋 和 轨道 相互 作用 以 及 自 旋 之 间 的 相互 作用 后 ， 迄 分 子 的 
哈密 顿 算 符 为 


入 | hh2 es 2 es 
=- (Lv:+ ~- (Ey:+ ) 
24 v rAl ) ( 24 Y rB2 


e2 e2 e& ez 
- + ) (C10-6) 
(元 ?Bi fig Ria ‘ 


其 中 es = eV2xe。 4 为 电子 质量 ， 第 一 项 为 原子 4 的 哈 
密 顿 算 符 ， 第 二 项 是 原子 的 哈密 顿 算 符 ， 第 三 项 为 原子 
攻 、B 间 的 相互 作用 势能 项 。 两 个 原子 核 与 两 电子 的 相互 位 
置 如 图 10-6 所 示 。 电 子 1 和 
核 4 以 及 电子 2 和 核 8 组 成 
的 原子 基态 波 函 数 分 别 为 


ry 


e ro (10-7 ) 
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其 中 ro = 人 0 为 第 一 玻 尔 半径 。 同 样 ， 电子 2 和 核 
4 以 及 电子 1 和 核 了 组 成 的 原子 基 杰 波 函 数 分 别 为 


_ Yas 
多 42 = 于 e 
mr? 
181 
ba = ee " (10-8) 
nr 


按照 海 特 勒 -伦敦 法 ， 将 两 氨 原 子 间 的 相互 作用 看 作 微 扰 ， 
由 两 氮 原 子 的 基态 波 函 数 构 成 两 个 近似 波 函 数 

$1 一 CCypa 1BB2 — P42p81) 

$s = Co aipaa + aspB1) (10-9 ) 
与 两 电子 自 旋 平 行 的 自 旋 波 函数 结合 构成 反对 称 波 函 数 ， 
与 两 电子 自 旋 反 平行 的 自 旋 波 吗 数 结合 构成 反对 称 近 似 波 
国 数 ， 然 后 由 

已 = | 人 Hgdr (10-10 ) 


计算 能 量 。 (10- 9 ) 式 中 C1、C2 为 归 一 化 常数 ， 由 归 一 化 
条 任 可 以 证 明 ( 作 :为 题 10 7 ) 

六 2 2 二 1 

“1 2(1 -S)， 6 2(1+S) 
其 中 S = | Wap aspBsdTidTt, (10-11) 


者 以 Ey 表示 所 原子 基 坟 能 量 ， 将 (10- 9 ) 式 代 入 (10-10 ) 
式 可 分 别 求 得 
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. - e2 
五， 三 2E1r + 页 二 + 二 
AB: 一 
《10-12 ) 
os 开 +7 
E, = 2Fjy + 二 一 一 -~ 
Raa 


其 中 KK 和 J/ 表示 下 列 积分 
= dr - 和 


| hdridr 


dT, 


J = fh je { 2 1 1 


-1 arr 


全 B1 四 


积分 开 的 第 一 项 为 电子 1 在 核 妃 的 场 中 的 平均 势能 ， 第 二 项 
为 电子 2 在 核 4 场 中 的 平 钧 势能 ,第 三 项 为 两 电子 间 的 静电 相 
互 作 用 能 ， 因 此 到 称 为 库 仓 积分》 积分 1 走出 于 原则 变换 
电子 引起 的 交换 相互 作用 能 ， 称 为 交换 积分 ， 为 负 值 ， 且 
有 | >K 。 由 (10-11 ) 式 给 出 的 5S 为 两 复原 子 基态 波 函 数 
相互 重合 程度 的 量度 ,其 值 在 0 与 1 的 范围 内 变化 ,因而 可 得 
;<2E gy 达 El 。 情 ,和 已 的 其 别 在 于 (10-12) 式 中 交换 能 / 
前 而 的 符号 。 天 和 7 的 实际 计算 结果 表明 ， 已 随 R4a 的 盎 加 
而 单调 地 减 小 , 即 原子 间 租 互 排斥 ,不 能 组 成 稳定 的 氨 分 子 ; 

在 加 态 时 ， 巨 :在 Rsa = 1.518ry = 0,80A 处 有 一 极 小 入， 当 
4a 大 于 此 值 时 ， 两 原子 相互 吸引 ， 当 4 小 于 此 值 时 两 原 
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子 互相 排斥 ， 即 体系 处 于 $s 态 时 ， 两 原子 能 结合 成 稳定 的 所 
分 子 。 而 如 是 两 电子 自 放 肥 平行 的 态 ， 称 为 成 键 轨道 ， 内 是 
两 电 子 自 能 平行 的 态 ， 称 为 反 键 般 首 。 

由 此 可 得 出 一 个 普 适 的 结论 : 电子 配对 是 共 价 键 的 基本 
特征 ， 成 键 时 每 个 原子 各 贡献 一 个 电子 。 因 此 , 氨 只 能 成 形 一 
个 苇 价 刍 。 一 般 情况 下 ， 一 个 原子 形成 共 价 键 的 数目 不 能 多 
于 它 的 癌 尝 层 外 的 电子 数 自 ， 妈 共 价 键 具有 人 饱和 人 性。 此 外 ， 
当 - 个 不 于 形成 一 个 以 上 的 半价 键 时 ， 这 些 键 之 间 的 方向 位 
剖 存 绵 斑 的， 于 上 共 价 键 还 共有 方向 性 。 

三 、 金 属 键 和 金属 型 晶体 

使 岂 键 可 以 看 成 基 其 价 键 结合 的 - -种 特殊 储 襄 。 央 为 大 
多 六 金属 原子 最 外 层 电子 少 于 四 个 ， 测 用 半 一 种 原子 组 合成 
- 张 硬 关 ,过 低 限 放 需要 每 个 原子 四 个 长 价 键 。 因 此 金属 键 是 
一 各 个 中 人 乌 的 基价 键 ， 名 硕 池 有 空 的 电子 轨道 ， 泡 利 斥 力 和 
前 澡 放 放 江 咖 较 小 ， 电 子 可 以 较 自由 地 在 原 阅 间 运 动 ， 使 金 
性 滞 二 好 的 导电 如 。 而 且 ,由 于 金属 键 不 具有 方向 性 ,在 结 
木 计 只 全 未 山下 实 排列 最 里 宠 ， 以 得 到 较 低 的 势能 ， 达 到 稳 
生 沁 车 辣 ， 记 及 金属 型 日 依 通 符 呈 现 为 :种 窜 玲 积 方式 ， 面 
旋 六 六、 全 帘 积 和 信心 3 方 络 槐 。 

四 、 弱 结合 

上 次 介 绍 了 起 种 相互 作用 较 强 的 键 结合 方式 ， 除 此 之 
外 ， 当 县 有 球 对 称 电子 云 分 布 的 中 性 原子 结合 成 晶体 了 时， 原 
人 瓦尔 斯 相 
于 全 用 。 这 十 贞 电子 云 球 对 称 分 布 的 原 了 或 分 子 中 因 电 子 运 
动 " 生 其 辜 时 不 对 称 培 成 的 岂 个 模 估 感 应 作用 ， 这 种 相 折 作 
用 芝 似 十 金属 键 ， 嗓 无 方向 性 ， 也 无 饱和 和 性。 相距 为 7 的 两 
个 定性 原子 问 的 相互 作用 势能 可 写 为 
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ur) =4[(z) -(Z) ] (10-13 ) 
称 为 雷 纳 德 -琼斯 势 ， 参 数 。 和 ca 由 原子 性 质 确定 。 

另 一 种 弱 结 合 方式 为 氨 键 ， 是 氢 原 子 与 电 负 性 强 的 原子 
(上 、9、N 、Cl 等 ) 形成 极 性 共 价 键 后 ， 带 正 电 的 氢 核 与 
另 一 电 负 性 强 的 原子 之 间 形 成 的 弦 键 结合 

实际 晶体 往往 表现 为 “混合 键 ”， 即 一 种 晶体 中 同时 出 
现 几 种 结合 形态 ， 在 此 就 不 装 述 了 。 


小 结 


一 、 在 唱 格 的 每 一 个 格 点 上 以 同样 的 配置 方式 附加 上 一 
个 基 元 ， 就 得 到 了 实际 晶体 结构 。 格 点 、 点 阵 和 晶 格 概括 地 
反映 了 晶体 中 原子 有 规则 排列 的 周期 性 特征 。 

二 、 固 体 物理 学 中 的 原 胞 是 晶 格 的 最 小 周期 单元 ,每 个 
原 胞 平均 只 含有 一 个 格 点 。 

、 在 任何 晶体 中 ， 两 个 原子 之 间 的 相互 作用 势 u(7) 与 

它们 间 下 高 的 关系 在 定性 上 是 一 至 的 ， 可 以 性 示 为 
WCr)= - 疾 + 
其 中 第 一 项 对 应 于 与 吸引 力 相关 的 能 量 ， 第 二 项 对 应 于 与 排 
斥 力 相关 的 能 量 ， 且 mn 。 
| 四 、 晶 体 中 所 有 原子 的 总 相互 作用 能 可 以 表示 为 、j 
原子 对 间 相 互 作用 势 K(r5) 之 和 


D> > uri;) -3 Du u(rij) 


当 晶体 处 于 稳定 状态 时 ，， 昌 相 五 作用 能 处 于 极 小 值 - U,, 
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车 不 考虑 原子 的 动能 ( 0K 时 ) ， 晶 体 的 结合 能 U。= -Un 。 
五 、 离 子 晶体 的 结合 能 为 
UN ae” + 了 


2 478ofo 
ro 


其 中 必 为 马 德 中 常数 ，B 和 mm 为 晶 格 参量 。 
六 、 通 过 海 特 勒 -伦敦 近似 法 对 和 气 分 子 结 合 能 的 计算 、 
可 以 说 明 共 价 键 的 形成 及 特征 。 
号 、 范 德 瓦 尔 斯 相互 作用 可 表示 为 雷 纳 德 -琼斯 势 
Oo 12 8 
‘mw (0) (0)) 
参数 "和 ce 由 原子 性 质 价 定 。 
习 题 
10-1 下 面 的 图 形 是 二 维 唱 体 的 一 部 分 ， 字 母 4 、b 、 
PR、4 分 别 代 表 不 同 的 原子 
qp db gp db qp db 
db qp db qp db gqp 
qp db qp db dp db 
请 强 出 ( 1 ) 这 是 简单 唱 格 还 是 复式 蝇 格 ; ( 2 ) 长 方 唱 胞 ， 
( 3 ) 原 胞 ; (47 上 述 两 种 晶 胞 的 基 元 。 
10-2 在 直角 坐标 系 中 ， 格 点 由 整数 坐标 点 (4 ，j 
ns ) 表示 ，(1 ) 如 果 n,(i=1， 2， 3 ) 全 为 偶数 或 全 为 
奇数 ， 这 样 的 将 点 构成 什么 类 型 的 晶 格 ? 〈 2 ) 如 果 全 之 和 为 
偶数 ， 又 构成 什么 样 的 唱 烙 ? 
10-3 读 证 体 心 立方 晶 格 和 耐心 立方 晶 格 中 原 胞 体积 分 
别 等 于 立方 品 胞 体积 的 也 和 -1 。 
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10-4 两 原 子 问 粕 互 作用 能 ux) = 一 十 6 . 著 4 = 


zm =10， 当 两 原子 形成 一 稳定 分 子 时 ， 其间 距离 为 3A， 离 
解 能 为 ey， 求 a 和 6 。 
10-5 量 体 平 衡 i 时 体积 为 Vo， 量 格 常数 为 foy 其 体积 弹 各 


性 模 量 定义 EK =, (2 )，， 营 原 子 问 是 禄 互 作用 势能 
可 写 为 


U(r) =- ( -2 + 


试 证 体积 弹性 楼 量 玉 = Uol ( 织 - 】 ， Lo 为 平衡 时 总 相 


互 作 用 势能 。、 
10-6 证 明 离子 晶体 的 平衡 原子 间距 可 写 为 疗 -! 


合 能 为 Uo。 = -a (1 - 工 )。 


_ AxeoB 人 全 
ae? ? Ameoro ， 

10-7 求 (10-9}) 式 中 的 归 一 化 常数 ;和 C:。 

10-8， 某 种 原子 的 一 组 正 交 归 一 化 p 态 波 函 数 可 写 为 
pa=%f(r)，p,=Jf(r)，ps=2f(r)， 考虑 其 线性 组 合 凡 
=a-p。 +apv+azps。 由 四 组 系数 (as，ov，a:) 询 成 的 四 个 
归 一 化 p 态 小 函数 少 哇 花 状 状 指向 正四 面体 的 四 个 顶 角 《 即 
立方 体 的 四 个 不 相 邻 顶 角 .) ， 试 求 出 这 四 组 系数 。 

10-9 上 是 所 得 的 四 个 新 卫 态 泪 函 孝 与 s 态 小 函数 S 的 线 
性 组 合 为 几 =DS +c .其 中 S 是 与 pe .py 、p: 正 交 有 旺 归 一 化 
的 波 函 教 。 试 求 使 四 个 中 波 函 数 正 交 归 一 化 的 。 和 的 值 ， 
并 用 S、p-、p, 、D- 列 出 这 四 外 功 波 函数 (这 些 就 是 形成 金刚 
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避 六 网 说 i i Dil fh 用 ! 
3 人质 。 


11-1 原子 链 动力 学 


这 让 讨论 霹 体 欧 


谋 展 卫 的 动 吕 ， 测 认 为 电信 中 汐 原 子 泌 国定 
:在 作 无 休止 前 


Tl : 和 


厌 所 以 它们 所 直 据 的 阵 点 为 笠 


的 位 移 与 3 原 子 间 如 :要 [ 很 小 。 
性 力 ， 使 各 原子 的 振动 相 丰 I 
京 并 的 做 报 动 你 为 点 用 氢 动 ， 


、 单 原子 链 荔 力学 


县 们 普 ， 先 记 论 如 图 1 -1 所 示 的 单 原子 能 ， 
衡 位 器 间 距 ( 时 格 常数 ) a 油井 线 乡 


mm 的 原子 以 ' 


体 。 汶 人 先 假 设 这 个 原子 链 为 元 限 长 ， 则 所 吝 


动 神 式 ， 介绍 入 流入 子 宏 人 
上 动 和 调节 本 多 计 论 基 | 体 光 


每 个 原子 


.种 由 运动 站 温度 所 升 高 而 增强 。 在 党 


他 人 一 


Si ft Wy A HA 
结合 公 沁 ， 为 了 简化 国生 ， 扣 


各 四 洒 
热 运 召 js 


- 浊 修 ， 可 也 认为 
衔 位 置 作 微 振 动 ， 耻 盾 子 掩 元 
由 于 晶体 内 原子 问 存 


在 相左 你 


影 融 、 相 互联 系 ， 国 此 将 唱 体 地 


或 蝇 [| 格 振动 。 


即 质 量 : 亿 荔 


站 布 铭 -一 维 涡 
-原子 站 的 周 | 图 凶 沁 


胡同 并 认为 只 在 相 邻 原子 组 在 在 准 弹 性 相互 作用 ， 和 3 


包 沿 饰 长 方面 振 动 ， 且 鞋 叶 刻 第 2 个 原子 离 


1 


d 
EE 


为 7 ， 央 第 个 原子 的 运 动 方程 


“平衡 位 置 的 写 
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=f xn it Xr) (11-1) 
其 中 ; 为 描述 相 邻 原子 间 准 弹性 相互 作用 的 力 常数 。 每 个 原 
了 下 了 了 证 
Z+u I+u 
} 
图 11~1 
子 都 有 一 个 C11- 1 ) 型 的 运动 方程 ， 这 一 系列 而 合 微分 方 
程 的 解 可 表 为 振幅 为 4 、 圆 频率 为 w 的 行 波 
x = Ae-i( :hna) Aeiol -na/v) 
(1-2) 
其 中 no 为 第 个 原子 的 平衡 位 置 相对 于 原点 《第 0 个 原子 的 
平衡 位 置 ) 的 坐标 ，， 为 波 的 传 插 速 庶 ， = a/u= -2 为 


为 波 矢 量 。 由 于 (11-2)? 式 是 一 系列 耦合 谐振 子 方程 (11-1 ) 
的 解 ， 表 明 当 一 个 原子 振动 时 ， 其 振动 能 将 以 行 波 的 形式 在 
岛 体 中 传播 。( 11-2 ) 式 所 表示 的 圆 频率 为 @ 的 平面 波 称 为 
格 波 。 

由 此 可 得 到 一 些 什么 样 的 结论 C 昵 ? ., 

把 解 (11-2 ) 代 回 微分 方程 ( 11-1 ) ， 再 除 以 x 得 


mo = 一 fleik’ +eik 一 2 ) = 4fsin: (A) 
令 on=V ， 得 


si ()| cas ， 


为 波 矢 & 与 格 该 圆 频 事 @ 的 关系 式 ， 称 为 色 向 关系 。 图 11-2 
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=m 


画册 了 o 与 8 的 关系 曲线 ， 
称 为 色散 曲线 。 


因 波 速 0 =， 《了 六 澳 

| 人 l 
- 3 ) 式 表 明 格 波 的 传播 。 ~- 一“ 十 -一 -= 二 
速度 一 般 是 波长 4 的 函数 。 | | 
仅 当 波长 比 原子 间距 大 | | 
得 多 ， 即 4 六 (或 ke 一 
五 -过 

安 ] ) 时 ， sia sa 0 


图 11-2 
与 & 成 线性 关系 ， 传 播 速 v 与 4 无关。 此 时 ， 一 维 单 原子 省 
可 看 成 一 连续 绳 ， 格 波 就 相当 于 连续 介质 中 的 弹性 波 。 

在 图 11-2 中 我 们 只 描 给 了 ~ 了 <<7” 区 闻 的 色散 二 


线 ， 实 际 上 可 以 将 此 区 辐 之 外 的 任意 波 儿 值 8 表示 为 
Bi=k+ 1 (= +1,+2, 芋 3 (11-4) 
将 上 式 代 人 (11- 3 ) 和 (11-2 》， 所 得 格 波 频 率 和 原子 位 


移 与 代入 & 值 所 得 结果 完全 相同 ， 即 在 原子 链 中 对 应 于 名 的 
振动 状态 与 对 应 于 任何 -一 个 波 矢 量 & +2xi/a 的 振动 状态 是 


相同 的 。 因 此 ， 对 格 波 的 讨论 只 需要 在 ~ < < 区间 内 


进行 ， 这 一 区 间 称 为 第 一 布 里 浏 区 ， 其 中 * 取 正 、 负 值 分 别 
对 应 于 向 左 、 右 方向 传播 的 二 格 波 。 


格 波 的 最 天国 频 这 o。- V4 称 为 该 晶 格 的 固有 截止 
频率 。 当 原子 振动 频率 大 于 on 时 ， 为 了 满足 (11- 3 ) 式 ， 
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R 必 为 虚数 ， 由 (11-2 ) 式 看 出 此 时 得 到 一 个 不 能 沿 晶 格 传 
播 的 呈 指 数 律 袁 减 的 运动 。 

在 以 上 沦 述 中 ， 为 了 保证 每 个 原子 周围 情况 相同 ， 我 们 
假定 了 原子 链 为 万 限 长 。 现 在 我 们 设想 这 个 链 由 六 个 原子 组 
成 ， 且 该 链 首 尼 相 衔接 成 一 闭合 圆 环 ， 原 子 词 距 仍 为 4， 以 
致 于 所 有 旗子 周围 的 情况 依然 相同 ， 则 完全 可 以 承继 上 面 由 
无 限 长 链 得 到 的 结果 ， 这 种 由 玻 恩 和 冯 “。 卡 门 引 入 的 方法 称 
为 周期 话 边 界 仇 件 。 

车 沿 环 彤 链 将 原子 依次 编号 为 1， 2，3，… 六 , 则 第 
全 与 第 二 六 个 原子 等 同 因此 xXx， 一 nt 。 将 此 条 件 代入 
《11-2 ) 式 得 


a ikia i 和 H+ 从 ya 2 


= 6 或 PE 2xg- < - 
Na. cs ) 


冯 


其 中 9 为 整数 。 在 第 一 布 里 请 区 ,- 二 < Rs<< 亚 内， 可 得 


-YY 


一 8 全 .， 即 存 在 信 个 可 能 的 《以 及 与 此 对 应 的 ) 


< 
但 。 (11~3 ) 式 确定 了 & 与 o 在 第 :一 布 里 渊 区 内 的 一 一 对 
应 关系 ， 生 一 个 大 都 对 应 于 确定 的 w， 即 对 应 二 确定 的 齐 
振动 状态 ， 称 为 一 个 振动 模式 ， 且 每 个 振动 模式 与 其 它 振动 
模式 无 关 ， 所 以 N 个 原子 组 成 的 环形 链 共 有 NN 个 独立 的 振动 
模式 。 

二 、 汉 原子 链 动 力学 “ : 

现在 我 们 讨论 如 图 11- 3 记 示 的 及 原 闻 链 ， 即 质量 分 别 
为 M 和 和 en 6G( 点 格 赏 数 24 ) 沿 下 线 相 
间 分 布 的 一 维 复式 祝 格 。 设 质 入 为 用 的 原子 位 于 …z 2， 
2N, 27 十 2 质量 为 由 的 原子 位 于 .27 一 1 2n + 1» 
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28+ 3 ，… 各 点 。 类 似 于 (11- 1 ) 式 可 列 出 双 原 子 链 的 运 


动 方 程 


7 do of. , 
2 di 2 | 2 ) 
d2x (11-6 ) 
= ca 二 as) 


方 各 组 (了 -6 ) 的 鳃 包 可 以 玫 示 为 振 牛 分 因为 二 、 吾 ， 图 
频 党 为 @ 的 格 波 


2 Ae {ent -- 2nai ) 


Ya 
.ns 
{il-7 }) 
ye CC] 
351 DY 
入 
-一 : 人 
也 
A M : 


A 


人 
ob 上 水 上 上 


国 13 


有 、B 分 天 寻 应 二 质量 沟 各 和 语 的 六 了 十 的 所 各 上 站 代入 
C1-5 7 六， 可 让 


(Me —2f) 4A +7Bicosag= (0 


~ \ 从 
(7 2 一 Leocospe= 0 
疙 有 非 零 解 的 条 件 为 和 水 获 行 列 信 等 于 杰 。 浊 
(M22F) 27ecSsed = ‘41-9) 


2fcosRa Ci Co) 
ET 
大 让 

2 一 


ff y+r 四 2 
2 = 家 {m+M)+rm +M 


+ 2mM cos( 2Ra) 1 } (11-10 》 
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于 式 中 有 两 个 圆 频 率 值 o， 
“和 ww. 与 波 矢量 的 一 个 值 
相对 应 ,因此 得 到 图 11- 4 
所 示 的 两 支 色 散曲 线 。 与 
低频 w_ 相对 应 的 称 为 声 
频 支 ， 与 高 频 o+ 相对 应 
的 称 为 光 频 支 。 下 面 假定 
Mm， 并 对 这 两 支 色 散 图 11-4 
册 线 作 进 一 步 分析 。 | 

由 (11-7 ) 式 和 (11-10 ) 式 不 难看 出 ， x%2, 和 各 x, 以 


及 @ 都 是 & 的 周期 函数 ， 周 期 为 了 ， 车 令 


Ri = 及 +ol (1 =+1, +2...) C 11-11) 


则 ki 与 & 对 应 于 同一 个 振动 状态 。 所 以 ， 对 于 双 原 子 链 的 讨 
论 ， 只 需要 在 一 24< 达 六 7 区 间 内 进行 ， 这 就 是 双 原 子 链 的 


第 一 布 里 测 区 ， 其 中 2a 为 双 原 子 链 的 晶 格 常数 。 

由 图 11- 4 和 (C11-10) 式 可 见 ， 当 & = 0 了 时，o-= 10 ， 
承 着 & 的 增 大 ， 声 频 支 o_ 开 始 线性 上 升 ， 表明 在 R-> 0 的 ， 
长 波 极 限 情 况 下 ， 晶 格 可 视 为 连续 弹 竹 介 质 ， 长 声 频 支 格 波 
可 看 成 弹性 波 。 由 于 养性 波 吕 与 声波 密切 联系 ， 因此 将 o_ 对 
应 的 格 小 称 为 声学 波 。 

由 图 11- 4 和 (11-10 ) 式 还 可 以 看 出 ， 当 = 0 时 ， 


= (2f (二 + 站)]， 取 最 大 值 ， 当 名 增 大 时 ， 光 频 支 
@; 的 色散 曲线 缓慢 下 降 ， 在 上 的 整个 变化 范围 内 ，o, 变 化 
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不 天， 车 朵 六 四 ， 则 可 将 ov 视 为 常数 。 

当 良 = 鞋 亚 时 ，ov= 《2f/mm 汪 9_=(21/M 语 ， 光 频 
支取 最 小 值 ， 声 频 支 -到 最 大 值 。 因 My>mm ， 在 两 色散 
曲线 间 存 在 一 个 频率 间隙 ， 质 量 比 共 僵 大 ， 此 间隙 愈 宽 ， 光 
频 支 的 频率 宽 府 也 傅 宏 。 当 格 流 频 率 为 此 间隙 中 的 从 ， 或 大 
于 光 频 支 最 大 值 【 2f (二 + 让 ) 几时 ， 波 多 将 为 此 数 ， 由 


(11-7 ) 式 可 知 ， 这 样 的 格 波 是 呈 指 数 律 了 迅速 衰减 的 ， 不 
能 在 晶 格 中 传播 。 

在 R->0 的 近似 条 件 下 ， 应 用 (11-8 ) 式 计 算 两 种 原子 
的 振幅 比 2 ， 可 以 定性 地 说 明 ， 志 学 波 实际 上 代表 原 胞 质心 


的 提 动 ， 光 党 法 代表 原 胞 中 两 原子 的 相对 握 动 。 
按照 玻 思 -卡门 的 周期 边 究 条 件 , 原 胞 总 数 为 访 的 双 碌 子 

链 由 位 于 第 rn 个 原 胞 和 第 个 原 胞 和 第 m+ 六 个 原 胞 中 的 质 

其 为 用 的 原子 振动 状态 等 同 ， 即 Xo =xzcn4x)， 代 入 (1-7 》 


式 ， 可 得 = 各 (9 为 整数 )。 第 一 布 里 洲 区 为 ~ 下 之 
二 世 , 则 -人 < 9 < - 即 双 原子 链 中 名 也 只 能 取 六 个 不 同 的 


值 ， 并 分 别 对 应 于 个 光学 波 圆 频率 入 个 声学 波 贺 频率 ， 
所 以 在 六 个 原 胞 的 原子 链 中 共有 2N 个 独立 的 振动 模式 。 
综 上 所 述 ， 无论 原子 链 还 是 双 原 子 链 ， 原 胞 总 数 均 为 
六 ， 作 为 晶体 点 阵 微 振动 问题 ， 在 唱 格 的 周期 性 边界 条 件 限 
制 下 ， 第 一 布 里 渊 区 中 均 得 到 蝇 格 振动 的 六 个 波 舌 。 由 于 只 
175 


考虑 了 原子 沿 链 长 方 训 的 运动 ， 六 个 点 二 单 原子 链 的 各 由 谋 
为 ，， 个 诺 了 的 本 了 角 的 直 看 认为 SN 分 别 对 应 于 放 


i 动 模式 。 所 以 
原 胞 必 : 


X11-2 ”点 阵 振动 的 量 地 化 声 子 


由 上 一 节 的 讨论 可 知 ， 上 蝇 体 中 每 5 个 原子 的 微 振动 部 相 是 
狐 立 的 ， 耐 是 内 《11-1 ) 或 《 11-6 ) 式 等 一 系列 狂 侣 证 分 方 
紧密 相 联 ， 因 此 不 本能 分 别 求 出 各 原子 的 振动 能 洱 汉 总 的 
点 阵 振 动能 。 不 过 ， 我 们 已 经 得 知 晶 体 中 格 波 的 振动 模式 是 
相互 独立 的 ， 下 而 将 说 明 可 以 在 独立 的 振动 模式 与 独立 的 谐 
派 子 间 建立 -- 一 对 应 关系 ， 从 再 将 晶 格 振动 的 总 能 量 卖 述 为 
”独立 谐振 子 能量 > 和 ， 并 引入 声 子 作为 这 些 谐振 子 的 名 最 
. 子 。 
一 、 一 个 振动 模式 与 一 个 语 控 子 的 等 效 性 
以 环形 音 原 子 链 为 俩 ， 波 条 6 可 以 取 记 个 分 立 的 演 ， 夺 
应 二 性 个 独立 的 控 动 模式 ， 每 一 个 原子 的 捧 动 状态 都 曼 这 广 
个 滩 动 模式 确定 的 振动 状态 的 芝 记 。 由 振动 模式 & 确 室 的 生 


3 个 原子 的 振动 状态 为 
X= Ae -iC Oihna) (11-12 ) 
与 此 相应 的 动能 1 (和 de >) .县 玫 个 晶体 中 与 此 j 泛 动 昼 
式 相 应 的 动能 为 
N 
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RU CNR ay eos vy 全 站 江 和 相 瑟 -作用 下 ， 
) 式 ， 势 能 与 作用 于 逢 个 原 : 于 的 力 应 洪 是 1 


故 得 区 2 Ya oe Nw) = 


PS FF 
i、 
个 
[Ne 
3 
a 
1 


， -i? 5 
Us,=2fsin: (4 ) e -i a , 12kng 


于 一 1 
I 用 色 授 关系 ( 世 -3 这， 则 ， 
_ N 
Us = 1 mo 人 之 e kno (C12-15) 
=1 
N ， | 
妇 果 引入 广义 坐标 @ = m > ,oi -kna) 和 广义 动 
nl 
量 ps = 学 = iovVm DS eo ke), NC11-15) 
nl1 
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式 变 为 
U， = 2 0 (11-16) | 


(11-14 ) 式 变 为 


T,= > p? (11-17.) 


由 《11-16 ) 和 (C11-17 ) 式 得 整个 鼎 体 与 振动 模式 k 相应 的 
总 能 量 为 


E;=T,+Us; = Pt 0 gn 《11-18 ) 


这 就 是 熟知 的 位 移 为 ge、 动 量 为 pe 、 振 动 图 频 率 为 o 的 线 谐 
振子 的 能 量 表示 式 。 结 果 表 明 ， 一 个 振动 模式 的 能 量 等 效 于 
一 个 绥 谐 振子 的 振动 能 ， 立 个 原子 组 成 的 单 原子 链 的 晶 格 振 
动能 就 可 以 表示 为 N 个 线 谐 振子 的 振动 能 之 和 。 

二 、 三 维 简单 晶 格 的 晶 格 振动 能 

可 以 将 上 面 一 维 晶 体 所 得 结果 推广 到 三 维 唱 体 情况 。 

例如 尽 个 质量 为 中 的 单 原子 晶体 ， 每 个 原子 有 3 个 自由 
度 ， 整 个 系统 的 运动 状态 由 3N 个 独立 举 标 (31 ,Xa,Xs，》,*…， 
(XaN_2s %sN_19 Kon ) 描述 ，。 其 中 %; 表 示 各 原子 相对 于 平 
衡 位 置 的 位 移 分 量 。 如 果 选 择 广义 坐标 9; = mx;， 则 系统 
的 动能 为 

3N 


7=15 (my) (11-19) 


系统 的 势能 为 
U=U(g, gs 9 qsw) ” 
各 原子 处 于 平衡 位 置 时 ，q = gs=，… =gsw = 0 。 作为 微 振 
178 


动 问题 ， 可 以 将 系统 势能 在 平衡 位 置 处 展开 为 


U =Uo + 六 (35-) 9 
1 i 


+ ;5 > (6 39; oi 


在 简 谐 近似 下 ， 可 上 去 高 于 一 阶 的 项 ， 又 由 各 原 于 处 于 平 得 
位 置 时 势能 极 小 的 条 体 

(3) =0 C=1,2,m, 3N) 
并 选取 U。= 0 ， 则 系统 势能 为 


=- J > 之 B.; gq; gq; 《21-20 ) 


其 中 = (0 ) 
可 以 还 明 ( 见方 俊 饮 :固体 物理 学 ，P.329 ) ,如 果 采 用 坐标 
3 


= > akQu (其 中 aij ;是 以 B.,; 为 元 素 组 成 的 年 阵 的 本 


一 1 


征 矢 构成 的 年 阵 元 素 ) ， 则 系统 的 动能 和 势能 可 分 别 表 为 


N 
7 = 二 之 < 从) = ;Er 
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其 中 车 @i= 加 是 以 有 ;为 元 素 组 成 的 矩阵 的 本 征 值 。 系 统 的 


蛤 帘 顿 函数 为 
3 六 


H-7+U-3 之 (P2+oxsQz)》 (11-22) 


由 分 析 力学 可 知 ， 由 (11-22 ) 式 负 定 的 系统 的 运动 微 分 方 
程 为 


d2 Ok 天 (R=1, 2 ，，…， 3N) 


C11-23) 
这 一 系列 方程 的 解 为 | ; 
QR. = ApcoOs( Oi + P,) (Rk 站 > 
1-24 ) 
显然 《11-24 ) 式 描述 了 位 移 为 0 的 简 谐 竖 动 , (11-22 ) 式 
则 江 当 蕴 江 统 的 能 十 等 了 3 个 位 移 为 Qi、 动量 为 P、 贺 频率 
为 mx 的 著 提 子 动能 之 和 。 闵 此， 将 Qs 称 为 简 正 坐标 ，@; 称 
为 简 正 频率 。 | 
上 述 结 兴 开明 ， 信 个 卡子 组 成 的 二 维 单 原 于 虞 体 的 微 氢 
动能 其 ， 于 以 表示 为 3 个 谐 括 子 的 振动 能 之 和 六 它们 的 蜂 
康 尝 六 点 隆 拱 动 的 3 太 个 独 并 深 动 模式 的 频 当 。 
三 、 晶体 振动 的 重子 化 ” 声 子 


A 


5 


符 一 这 1 ;区 C1~ 22 ) 式 确 定 的 3 入 个 泌 了 系统 的 哈密 
顿 算 符 为 


18) 


3N 


hi ( 


kl aQ2 


of Qi (11-25) 


系统 的 了 定 语 方 程 为 


Hiy Qi ar )= EA Qi Qos , Oan ) 


因为 3 六 个 谐振 子 是 相互 独立 的 ， 险 密 顿 筑 符 中 | 立 有 简 4 正和 伦 
标的 交叉 项 ， 则 系统 的 这 月 孝 可 以 分 多 长 量 ， 写 成 单 变 引 波 
级 数 的 乘积 ， 妈 
pCO1 O23 Qsy )= OB OO) mf Osw) 
(11-27 ) 
EF 式 代入 《11-26 ) 式 ， 得 3 入 个 相互 独立 的 谐 沽 子 方 在 


OQ) (1 62:04 80.)=0 


20 Or 
(8 =1,2,.,3N) (11-2 ) 
鲍 之 得 各 沙丘 子 能 级 
,= ( N+ 1 ho, (" T0122 
2 R=1,2 gs ) 
(C 11-26 ) 
晶体 的 点 阵 振 动能 量 
S 六 , 
-Za = (+d )io, 
2 
8 
Cu 0.1,2.) 《13 J 


NE 


其 中 心 ,为 格 波 的 加 频率 。- 上 上 式 表明 晶 铬 振动 的 能 量 是 县- 化 
汐 ， 江 以 iox 为 能 晤 单位 。 晶 格 振动 的 能 量 量子 称 为 声 ~， 


T8 


fox 即 声 子 的 能 量 。 
如 果 将 晶体 视 为 以 各 简 正 坐标 Q; 代 表 的 谐振 子 组 成 的 
一 个 个 近 独 立 子 系 ， 则 按照 能 量 的 玻 耳 兹 曼 分 布 律 ， 在 温度 
时， 频率 为 @; 的 谐振 子 的 平均 能 量 为 
> ( 名 十 > ) hose (n+)ho/keT 
ET)= 和 ee - - -_ 
立 e (nt)hos/kaT 


性 


ne ™” 


1 :- 
= -i + Fo 
2 ODA h 


他 一 下 区 


其 中 x =ou/RaT ，Ra 为 玻 耳 兹 曼 常 数 。 因 


1812 d - d 1 
. = nse Cn i 
Se "” dy "<° dwn 一 8 一 


因此 在 总 度 了 时 ， 频 率 为 0 的 振动 模式 的 平均 能 量 为 


1 ho 
一 oe 让 一 一 一 一 一 一 一 一 
EY) 2 ho + Ho /aT — 1 (11-31 > 


当 7 =0KH 时 ，EE(0) = 3 hos ， 称 为 晶 格 振动 的 零点 能 ， 这 


是 量子 理论 中 测 不 惟 关系 的 必然 结果 。 和 个 原子 的 三 维 简单 
晶 格 的 总 点 阵 振动 能 为 
182 


3N 


SN 
Es= DD) E(T)= > (2 + ET ) ao 


kl 二 一】 


C11-32 ) 
因而 要 计算 晶体 的 内 能 ， 关键 在 于 确定 各 种 拓 动 模式 的 简 正 
频率 oOx。 
假设 在 频率 间隔 到 ww + do 间 振 动 模式 数 为 PCo)do ， 
PCo ) 称 为 振动 模 密 度 ， 或 声 子 态 密 底 。0(o ) 与 o 的 关系 称 
为 晶体 的 频谱 特性 ， 且 有 
| plw)do=3N (11-33) 


其 中 oz 为 最 大 圆 频率 ， 于 是 (11-32 ) 式 可 写 为 
onf 1 1 
-| [ -7 一 十 2 ] sop(o)da 


《11-34 7) 
于 是 ， 晶体 内 能 的 计算 归结 为 格 波 振动 模 密度 Po) 的 确 
定 。 
四 、 声 子 的 动量 
声 子 是 晶 格 振动 的 能 量 量 子 ， 频 率 为 x 的 振动 模式 能 量 


为 ,= (n+ 少 )hw; , 即 表 明 这 个 振动 模式 为 六 个 声 子 占 


据 。 在 简 谐 近似 下 ， 各 振动 模式 是 相互 独立 的 ， 即 各 声 -地 态 
间 没 有 相 瑟 作用 ， 某 种 模式 的 声 子 一 旦 被 激发 出 来 ， 基 数目 
就 一 直 保 持 不 变 ， 任 何 模式 中 都 可 以 存在 任何 数目 的 声 子 。 
与 光子 一 样 ， 声 子 也 是 玻 色 子 。 

实际 上 原子 间 的 相互 作用 力 并 不 完全 是 准 弹 性 力 ， 则 相 
互 作用 能 中 高 于 二 次 的 项 不 能 略 去 ， 在 微 振动 问题 中 可 以 将 
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全 项 处 理 。 这 时 各 种 振动 模式 就 不 再 是 独立 的 
全 相 在 作用 。 由 十 沸 子 间 均 相互 作用 ， 声 子 间 就 有 
并 件 随 着 一 些 声 子 的 产生 和 潭 灭 。 这 样 ， 在 无 外 
j 涡 下 ， 经 过 一 定时 间 ， 仿 种 再 子 了 了 态 的 分 布 达 到 执 
过 统 也 吏 达 到 了 热平衡 状态 。 

9 让 吉 情报 动 的 能 量 遇 于 ，i 此 不 是 局 域 粒子 ， 

实 计 着 闷 措 东 动量 。 但 是， 我 们 由 德 布 罗 意 关系 将 南 子 的 准 


p. =ik, (11-35) 
并 把 记 了 人 态 为 准 科 子 ， 避 中 i; 基 启 子 的 波 矢 值 。 这 样 就 可 以 
注 体 的 点 阵 拨 动 与 电磁 辐射 、 帅 子 等 的 激 恬 所 发 生 的 相 
互 浴 用 ,很 方便 地 看 作 光子 - 声 子 、 中 子 - 声 子 锋 的 磁 接 过 程 ， 

并 满足 能 量 守 恒 和 动量 守恒 定律 。 


将 


$11-3 晶体 的 热 容 


硬 信 的 热 容量 Cr = (名), ， 其 中 忌 为 国体 的 平均 内 


能 。 这 里 我 们 以 讨论 绝缘 晶体 的 热 容量 为 例 ， 涪 明 声 子 概念 
引入 的 益 六 ， 因此 只 计 及 晶 烙 振动 ， 即 声 子 对 热 容 量 的 页 
献 。 

为 求 热 容量 需 应 用 (11-34 ) 式 计算 内 能 ， 从 而 必须 先 
消 定 格 小 据 动 模 密 度 PL(®) 。 一 般 晶体 的 p(o) 计 算 很 复杂 ， 
往往 采用 爱 因 斯 坦 简 化 模型 ， 设 齐 体 中 所 有 原子 都 以 相同 频 
素 氢 动 ， 或 采用 德 拜 简化 模型 以 连续 介质 的 强 性 波 代替 格 
波 。 下 面 将 介绍 德 拜 的 简化 频谱 模型 。 

对 于 声学 波 ， 在 一 0 长 波 极 限 下 ， 唱 格 可 视 为 连续 介 


1.84 


拯 ， 志 元 学 波 可 视 为 弹性 波 。 根 办 德 兰 的 假 返 ， 连 续 介 质 中 
支 波动 方程 为 
1 Op 


攻 (二 -3 


v* 0: 


汪汪 了 了 外 地理 中 1 和 六 


V2O(Y，Y 2t)》 一 


本 
过 人 


TT Ei de 
短 下 | 右 小 个 


| PI, ys) = ， 1 el 
1P 土司 十 ; 1 
2 elt Rai+ RY +h.2) ei 


放量 。o 为 加 频率 ， 下 2 = 


为 江 的 立户 沫 ， 采 用 周期 入 边 办 条 


py 


DrA2 
则 ] ph*= ki+t+hRi+h?= 人 和 


= Fn Cj1-38) 
下 或 实 明 ， 若 以 4a;，n;，7; 为 坐标 轴 构 成 一 个 数 空 间 ， 该 空 
闻 中 经 一 个 整数 坐标 点 《 Ry ‘Nyy ns ) 或 该 坐标 点 附近 的 单 
位 体积 对 应 于 连续 介质 中 弹性 波 的 一 个 独立 振动 模式 ， 波 矢 
个 和 到 8 +dR 间 的 独立 振动 模式 数 对 应 于 此 数 空间 中 半径 
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到 n + dn 间 球 过 的 体积 trnzdn， 由 《11-38 ) 式 得 


La 了 oa 
2 dk = 3 dk 


drn:dn = 


沽 v=， 则 频率 在 @ 到 @w + dw 间 的 振动 模式 数 为 


V oo 
27203 do 

作为 连续 介质 中 的 弹性 波 ， 对 应 于 每 一 振动 频率 w。， 有 
一 纵波 和 二 横 波 。 设 v1 和 v4 分 别 表示 纵波 和 横 波 波 速 ，us? 为 
格 波 的 平均 传播 速度 ， 则 频率 在 @ 到 @% + do 间 的 振动 模式 
总 数 为 


p(w@) da = 


PCo)do = 了 ( 1 2 ) do 
2 3 3 
vl vs 


2 
3 a (11-39 ) 
TT v3 


将 上 交代 和 人 (11-34 ) 式 得 


3 [on 五 Osdo I 
27r202 og eho/kaT 一 工 ° 


FE=:. 


C11-40) 


其 中 Eo = 3 广 人"aorao 


即 与 温度 无 关 的 零点 能 。 故 晶体 的 定 容 热 容量 
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oOV/Ra7 ws 


0 0 


3V (0 ha ( ho 
0 kp7 (elo/ksT 


2 v3 
C11 
由 (11-833) 和 (11-839) 式 = (Gr oY),, 
x -2 代入 C11-40) 和 (1:-41 ) 式 得 
VRST? 3 
EF= 3kaT 一 [i 0 
”2XA’h3v3 ~° e -1 
(11 
VkSTS 4 
Cy= 38 一 人 ed (11- 
9h 3v3 -0 (ee  —1Y 
= hon _ hv, NV #_0p 1 
其 中 = 党 -站 (6 = 《 


0b 称 为 德 拜 温度 。 将 (11-44 ) 式 代 入 (11-42 ) 和 (11 
式 得 


E=9Nk sT (9 | go of +E 
(11 
Cr = 9Nes (F) fo = 3Rf( 
(11 
其 中 德 兰 函数 / (9) =3 (2) be 1。 
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一 工 六 


-41 ) 


并 令 


-42 7 


43 ) 


44 7 


-43 


-45) 


-46 > 


在 高 温情 况 下 ， 了 六 op 名 1,e"ss1+ 代 入 (11-46) 
式 ， 得 f (06) = 1 ， 则 Cy = 3R。 这 就 是 熟知 的 杜 隆 -外科 


定律 。 
在 低温 情况 下 ,多 1， 可 以 将 (11-45) 和 (11- 始 ) 


光 的 积分 上限 取 为 0， 并 由 dx=z 得 


1 15 
BE = ke .+k (11-47 ) 
565, 
_1 2 人 /kB ~ 
CO, = 1 L C11-48) 
人 
让 他 浊 下 ， 扩 容量 与 7 城下 比 ， 与 实 只 相符， 称 为 和 天 


在 德 短 理论 中 ， 德 拜 温度 go 是 一 个 待定 常数 ， 可 以 通过 
去 叭 测 出 Cr 再 算出 bp 。 由 《11-44 ) 式 定义 的 所 应 与 温 谋 无 
丘 ， 但 实际 测 出 的 0 与 温度 有 关 ， 这 是 由 于 德 拜 简化 频谱 模 
避 甩 填 续 介质 代替 紧 体 ， 取 振动 模 沟 许 o(aO )ocas 是 不 严密 
沼 。 实 际 上 ， 仅 当中 很 小 时 (&-> 0 ) ,点 体 的 频谱 才 按 
心 的 形式 变化 。 如 果 对 各 种 晶体 作 较 精确 的 数字 计算 ， 可 以 
入 谢 相 应 的 频谱 关系 和 振动 模 密度 ， 则 所 求 得 的 95 与 温度 关 
总 与 实验 结果 符合 很 好 ， 于 是 可 以 说 明 上 一 节 的 结果 以 及 引 
和 ^ 贞 子 概 从 的 正确 性 。 | 


小 结 


一 、 在 常温 下 ， 晶 体 中 原子 在 平衡 位 置 附近 作 微 振动 。 
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人 


在 简谱 近 伺 下， 势 葬 数 中 高 于 二 次 的 项 可 以 略 去 ， 通 过 简 正 
坐标 变换 ， 哈 密 顿 算 符 中 不 含 简 正 坐标 的 交 义 项 ， 系 统 的 波 
函数 可 以 分 离 宰 量 ， 得 到 相互 独立 的 谐振 子 荚 定 坦 方程 ， 从 
而 得 到 与 独立 的 振动 模式 对 应 的 谐振 子 能 纵 。 并 由 二 格 振动 


能 量 的 量 二 化 ， 引 入 了 声 子 概念 。 


荆 、 赂 频率 为 @ 的 格 波 能 量 只 能 是 声 子 能 量 fio 的 整数 
音 。 衣 子 是 玻 色 子 ， 波 矢量 为 K 的 声 子 准 动量 为 hk ， 任 何 
一 个 握 动 模式 ( 声 子 态 ) 中 都 可 以 存在 任何 数目 的 声 子 。 为 
冰 得 蝇 体 征 观 热 斤 动 与 安 观 热 现象 间 的 关系 ， 应 先 确定 声 子 
频谱 特性 ， 即 振动 模 密 度 2C@)。 ” 

三 、 上 蜡 格 振动 的 频谱 可 通过 点 阵 中 原子 振动 情况 分 析 ， 
建立 运动 微分 方程 ， 解 出 色散 关系 @(k ) 而 获得 。 晶体 中 原 
胞 总 数 译 等 于 第 一 布 里 渊 区 内 点 阵 振动 波 舌 总数 。 对 于 每 个 
原 胞 中 有 个 原子 的 复式 蜡 格 ， 上 器 体 总 自由 度数 3nN 等 于 点 
阵 振 动 模式 总 数 。 频 谱 中 有 3. 个 声 频 支 ，3( 4 一 4) 个 光 频 
汪 。 | 

四 、 则 体 点 阵 与 电位 辑 射 、 中 子 等 的 相 寺 作用 ， 吕 看 作 
光子 - 声 子 、 中 子 - 声 子 等 的 磁 拉 过 程 ， 并 满足 能 量 守 伍 和 动 
景 字 查 定 律 。 在 元 外 界 影响 的 条 件 下 ， 上 晶体 中 声 子 间 相互 碰 
撞 交 换 能 量 使 晶体 最 终 达 到 热平衡 。 

五 、 单 原子 链 和 双 原 子 链 色 散 关 系 分 别 为 

> . ka . 
2 = sin? (2) 


f 
<D92 二 - 4 
1 


My { (m+ M)+Cm + M? +2mMeos (2p0) } 


”可 题 
11-1 著 CW +1T) 个 原子 组 成 的 单 原子 链 两 端点 原子 不 
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动 ， 其 它 (V - 1 ) 个 原子 可 沿 链 长 方向 振动 ， 称 为 驻 波 边界 
条 件 。 此 时 ， 运 动 方程 (11-1 ) 式 的 解 可 写 为 各 向 在 、 右 传 
播 的 二 行 波 的 线性 组 合 
wt) = C Aeit kna tt) + Ave Rnat Po) oiot 
边界 象 件 为 X,(t)= 0， Xn(t)= 0 ， 试 推出 在 此 情况 下 的 色 
散 关 系 @(R8) 和 第 一 布 里 渊 区 中 振动 模式 数 《R 值 数 ) 。 
-11-2 在 双 原 子 链 的 点 阵 振 动 中 ,证 明 : (1) 车 刷 汐 mm， 


- 
则 @_ -V2 lsinka ow, -Vf 1 + 2M cos’ka ) 3 


( 2 ) 在 第 一 布 里 洲 区 边界 = 土 沁 处 ， 声 闫 支 中 所 有 经 原子 


mm 静止 ， 光 频 支 中 所 有 重 原子 朋 静 止 ，( 3 ) 若 加 守 m， 则 只 
有 上 声 频 支 ， 不 再 有 光 频 支 ， 色 散曲 线 趋 近 于 单 原子 链 的 色散 
曲线 。 

11-3 试 证 单 原子 链 的 唱 格 振动 总 动量 为 


N 
PCR)7 = 一 iomAe 1 > eikna 


nl 


在 周涛 性 边界 条 件 下 ;=.yw， 当 衣 志 0 时 ，P(k) 二 0 ， 
即 声 子 不 携带 动量 。 当 A = 0 时 ， 若 im (os 0 ， 骨 
已 失 0 ， 这 表征 单 原子 链 的 什么 运动 ? 

11-4 双 原 子 链 中 ， 已 知 m = 5 xl1.67x 10-24g ， Mk 
=4m， 力 常数 /=1.5x10‘dyn/cm， 求 ，( 1 ) 光 频 支 的 频 
率 最 大 值 和 景 小 值 ，( 2 ) 声 频 支 的 频率 最 大 值 ，( 3 ) 上 述 三 
个 频率 对 应 的 声 子 能 量 ( 以 eV 为 单位 ); (4 ) 在 300 区 时 、 
可 激发 出 儿 个 频率 最 大 的 声 频 支 声 子 。 
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11-5 设 有 一 纵波 X= Acos(wt-kno) 沿 质 量 为 了 m 
:的 单 原子 链 传播 ， 原 子 间 距 为 G6， 最 近邻 相互 作用 力 常 数 为 
1 ， 试 证 ， 该 波 总 能 量 为 


E=2m > (Se) rl 之 CX, Xn) 


人 
gm +- 3 fl coska) A = S mo A 


11-6， 单 原子 链 色散 关系 为 o( 有 》 = @。 singd ， 试 证 
NW 个 原子 的 单 原子 链 振动 模 密度 为 
po = 2 1 


COE 
党 唱 客 振动 能 可 写 为 
EFE= | «eT hopc 0)do 


其 中 平均 能 级 nC@,T) 定 义 为 


-n+ lho/kaT 
ne 2 
n=0 


NO ) = 


= -n+t 雪 )ho/kaT 


RokaT 


试 求 此 单 原子 链 的 热 容 量 表达 式 。 
11-7 应 用 德 兰 简 化 频谱 模型 ， 讨论 品格 常数 为 a 的 二 


—1 
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维 正 方 别 格 的 热 容量 ， 关 证 明 在 低温 情况 下 其 热 容量 与 站 成 
正比 。 


第 十 二 章 名 体能 华 论 基 长 


:12-1 金属 的 共有 化 电子 


晶体 巧 由 大 是 原子 有 规则 地 排列 形成 的 ， 上 晶体 申 包 含 着 
大 最 的 和 粒子 〈 如 下 离子 和 电子 ) ， 它们 之 间 存 在 着 相 五 作 

用 。 丰 图 了 2-1 中 ， 碟 线 表 示 单 个 正 离子 的 库 仓 势 ， 实 线 表示 
原子 等 距 排 询 成 一 维 蝇 体 后 ， 各 离子 的 库 仓 势 场 大 加 形成 的 
周期 势 场 ， 可 以 看 出 ， 这 个 势 场 是 由 一 系列 势 伴 组 成 的 。 概 


AAA! AAr 


据 本 沿 第 “这 分 绍 的 量子 力学 的 区 至 必 空 理论 ， 我 们 知道 ， 
菜 个 原子 的 价 记 子 由 于 噬 道 尽 记 :可 以 鹤 透 势 公 而 进入 另 一 个 
原子 ， 这 样 ， 价 久子 就 不 稍 分 别 炉 于 单个 原子 了 。 而 被 整个 
晶体 的 原子 所 共有 ， 这 就 是 价 电子 的 共有 化 。 显 然 ， 电 子 准 
有 化 是 一 种 量子 效应 。 通 常 所 说 的 自由 电子 就 是 指 共 有 化 电 
子 。 

最 早 研究 晶体 中 电子 状态 的 理论 称 为 金属 的 自 出 电子 
论 , 这 种 理论 忽略 了 势能 的 周期 性 变化 ,认为 共有 化 电子 好 比 

气体 ， 彼此 之 间 没 有 什么 相互 作用 ， 各 自 独立 地 在 势能 
等 于 平均 势能 的 场 中 运动 ， 因 而 不 受 外 力作 用 ， 只 是 到 金属 
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表面 时 才 受 到 突然 升 高 的 势能 的 阻挡 。 六 种 简化 异型 义 称 自 
由 混 子 气 模型 ， 根 据 这 种 借 羽 ， 电 子 的 能 墅 状态 就 是 一 
度 的 势 阱 中 运动 的 粒子 具有 的 负 4 二 ， 如果 我 们 全 入 全 必 
边 长 为 工 药 立 方 体 ， 将 平均 势能 取 为 能 量 零 点 ， 又 设 势 阱 是 
无 限 深 的 ， 我 们 就 可 以 把 金属 中 的 自由 电子 看 成 是 三 维 无 限 
深 扒 时 中 运动 的 粒子 ， 并 把 第 三 章 中 解 一 维 无 限 深 劳 队 的 方 
法 碧 接 椎 * 到 三维 的 情况 ， 得 出 自由 电子 的 能 量 为 

所 bx? 

ou 
其 中 nm, 、";、% 为 量子 数 。 这 表明 金属 中 电子 的 能 量 许可 值 
是 分 立 的 ， 形 成 能 级 ， 当 金属 线 度 很 大 时 ， 能 级 可 视 为 连续 
的 。 同 一 个 巨 值 可 能 对 应 若干 组 不 同 的 量子 数 ， 即 可 能 对 应 
若干 个 不 同 的 状态 。 

自由 电子 气 不 服从 经 典 统计 规律 而 服从 量子 统计 规律 。 

将 费 米 - 狐 晋 克 分 布 用 于 自由 电子 气 可 以 计算 电子 气 的 热 容 
量 ， 芽 与 实 监 结果 相符 合 。 自 由 电子 模型 还 可 以 解释 金属 的 
电 毕 和 热 侍 等 方面 的 性 质 ， 故 仍 有 一 定 的 用 处 。 但 毕 况 这 种 
模型 是 过 于 简化 了 ， 因 而 有 很 大 的 局 限 性 ， 它 不 能 解释 为 什 
么 基体 让 结 合力， 也 不 能 解释 为 什么 晶体 可 以 区 分 为 导体 、 
半音 体 和 绝缘 体 。 根 本 的 原因 在 于 这 种 模型 没有 反映 晶体 中 
的 周 性 芝 场 对 共有 从 电子 的 作用 ， 因 而 不 能 所 未 最 体 中 电 
子 的 能 带 结 构 。 


‘(ni +ns+n: ) C12-1 》 


$12-2 电子 在 周期 场 中 运动 的 波 函 数 


由 于 晶体 中 包含 大 量 离子 和 和 电子 ， 所 只 电子 实际 上 在 
所 有 格 点 上 的 离子 和 所 有 其 它 电 子 所 产生 的 势 场 中 运动 。 严 
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烙 说 来 求解 固体 中 电子 状态 的 问题 是 个 多 体 问 题 ， 不 可 能 严 
烙 求解 ， 只 能 用 近似 的 方法 来 处 理 。 对 理想 晶体 而 言 ， 假 设 
各 格 点 上 的 正 离子 固定 不 动 ， 就 可 以 把 每 个 电子 的 运动 看 成 
是 在 固定 的 势 场 中 及 其 它 电子 的 平均 势 场 中 运动 ， 这 样 的 简 
化 方法 称 为 单 电子 近似 法 。 从 下 面 的 讨论 将 看 到 ， 这 种 方法 
将 得 出 电子 的 能 量 状 态 形成 能 带 的 结论 。 
一 、 布 洛 赤 定理 
从 图 12-] 中 可 以 看 出 电子 的 势能 具有 晶体 结构 的 周期 
性 ， 布 治 赫 和 布 里 渊 等 人 对 周期 场 中 电子 运动 的 研究 为 固体 
能 带 理论 奠定 了 基础 。 下 面 我 们 以 一 维 周期 势 为 例 ， 介 绍 布 
洛 赫 定 理 。 
一 维 周期 势 可 写 为 . 
U(x)=U(x% +na) (12-2) 
其 中 a 为 蝇 烙 常数 ，# 为 任意 整数 。 
在 一 维 周 期 势 中 电子 的 能 量 玉 和 波 函 数 六 <) 满足 单 电子 
近似 的 苹 定 诸 方 程 | 
[- 和 EE 
(12-3) 
其 中 是 用 来 表征 电子 状态 的 量子 数 ， 以 后 会 看 到 就 是 电 
了 予 的 波 矢 量 。 布 洛 赫 定 理 指 出 ， 满 足 ( 12-3 ) 式 的 波 函 数 必 
须 具 有 如 下 形式 
pal x) = eR max) (12-4 ) 
其 中 cxX)= an(X tna) (12-5 ) 
2 也 是 以 唱 格 常数 a 为 周期 的 周期 函数 ， 常 称 具 有 ( 12 
~ 4 ) 形 式 的 函数 为 布 洛 灰 函数 。 
《12-4) 式 表明 在 周期 势 场 中 运动 的 电子 其 波 函 数 的 形式 
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为 自由 电子 波 函 数 eA* 滋 上 一 个 与 蚀 格 结构 周期 相同 的 局 
期 函数 已 (x) ， 可 以 把 %x) 看 成 是 受 周 期 性 势 场 调制 的 平面 
波 ， 这 反映 了 晶体 中 的 价 电 子 既 有 共有 化 倾向 又 受到 周期 执 
场 束缚 的 特点 。 如 果 忽 略 周期 势 场 的 影响 , 令 ui(x ) 为 常数 ， 
则 yx) 就 完全 变 为 自由 电子 的 波 函 数 了 。 另 一 方面 ， 由 于 
U(x) 有 周期 性 ， 电 子 在 观察 点 x 附近 出 现 的 几率 yz)| :也 
应 该 具有 相同 的 周期 性 ,注意 到 自由 电子 的 波 函 数 eix 在 任 
意 点 振幅 的 模 都 相等 ,zu(z) 又 具有 周期 性 ,所 以 fx +najls 
= |y(x)] 25 即 具 有 氏 x) = til x)e'%* 形 式 的 波 函 数 满足 这 
一 条 件 。 | 

事实 上 ， 布 治 赫 定理 是 可 以 被 严格 证 明 的 ， 详 细 过 程 请 
参阅 有 关 的 国体 物理 专著 。 值 得 注意 的 是 ， 从 A.T. 德 克 尔 
所 著 的 《固体 物理 》cl0 等 书 给 出 的 证 明 中 已 经 可 以 得 到 这 
样 的 结论 ， 周 期 性 势 场 中 电子 的 能 谱 由 一 些 允 许 的 和 禁止 的 
能 带 组 成 。 关 于 这 一 点 在 下 一 池 将 进行 较 详细 的 讨论 。 

二 、 准 自由 电子 近似 | 

单 电子 近似 解 周 期 势 场 中 的 荚 定 调 方 程 常 很 据 具 体 情 况 
的 不 同 采用 不 同 的 近似 方法 。 在 某 些 晶体 中 ， 例如 在 金属 
中 ， 正 离子 对 价 电 子 的 东 缚 很 弱 ， 电 子 的 势能 U(x ) 的 周期 
变化 部 分 与 平均 动能 比较 起 来 要 小 ， 因 此 电子 的 适 动 虽 受 周 
期 势 影响 ， 但 很 接近 于 自由 电子 ， 这 样 就 把 周期 场 作为 对 自 
由 电子 的 微 扰 来 处 理 ， 这 种 方法 叫做 准 自由 电子 近似 法 。 

将 一 维 周期 势 中 电子 的 势能 用 傅 利 叶 级 数 展开 为 

. 27 
Uy)= Ut SU,e a™ C12-6 > 
全 
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其 中 U6 为 势能 的 平均 值 。 按 照 第 七 章 介 绍 的 微 拓 理 沦 ， 我 
们 将 电子 的 哈密 顿 量 写成 


HB -各 +: 各/ 


、 合 于 
式 中 外 =- -3 +Ua 
214 dx? 


是 零 级 哈密 顿 量 。 一 般 选取 平均 势能 为 能 量 的 零点 ， 合 
U。= 0 ， 则 零 级 方程 [ay = hy 1 的 解 为 平面 波 


pb ;= \ 12 一 了 >》 
L 
相应 的 能 基 为 
Er lk 


F 
2 


如 果品 体 有 六 个 厌 胞 ， 则 晶体 线 庆 上 = Na。 
哈密 顿 量 中 表示 势能 偏离 平均 值 的 部 分 为 


HH = SU,c 0 | (12-8 》 
n 竺 0 1 


它 随 坐 标 而 变化 ， 我 们 把 它 看 成 微 扰 势 。 电 子 的 能 量 楼 微 拓 
理论 可 以 写成 : 
Es= Ey+ED+EY+ 


27 
-hn 


i % 
由 于 微 扰 势 的 您 一 项 都 具有 e。 “的 形式 ， 不 难 证 明 
一 级 微 扰 能 量 已 加 = | yp 人 i” yhdx= 0 ， 一 级 和 护 能 量 
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.2 
at _ [0 
ER= > 的 微 扰 矩 阵 元 HA ， = | 多 大 再 ph 
入 /于 及 五 % 一 ER, 
x dx 的 值 只 有 两 种 情况 ;: 即 


l (Uhh = 2 
Hh = 4 

‘0 其 它 情 况 
这 表 邮 只:R/ = 一 2 下 Cn 为 台数) 时, 才 有 不 为 
的 伍 。 将 三 名 式 电 对 h’ 的 求 和 写 为 对 的 求 和 ， 可 得 电子 的 
能 基 为 


$+ 2 Ul 


hk ~ 一 


Wm (sy 


(12-9 > 
计 和 人 向 拷 二 ， 可 得 电子 的 让 困 数 为 
NA HY,s | 区 - 
‘= ph 大 十 s 2 bos 
1 Es 一 五 i 
an 
一 TY 


2207e 


“0, Se- Ce 列 ) 


= 9 


197 


其 中 u(x) 为 方 播 号 中 的 式 子 ， 容 易 验 证 ui( x) 是 晶 格 的 周期 
函数 ， 所 以 加 (%) 满 足 布 洛 赫 定理 。 

另 一 种 重要 的 近似 方法 是 所 谓 的 紧 束 缚 近似 。 这 种 近似 
从 另 一 个 极端 考虑 能 带 计算 问题 ， 如 果 晶 体 是 非 金属 ， 其 中 
的 原子 之 间距 离 较 远 ， 电 子 被 紧密 地 束缚 在 原子 上 ， 其 运动 
类 似 于 孤立 原子 中 束缚 电子 的 情形 ， 这 样 可 以 从 一 个 自由 原 
子 里 电子 的 波 函 数 出 发 ， 组 成 一 种 晶体 轨道 波 函 数 ， 也 就 是 
在 整个 晶体 的 周期 场 里 描写 电子 的 布 洛 赫 函 数 ， 这 种 方法 以 
坟 子 轨道 的 线性 组 合 为 基础 ， 故 被 简称 为 LCAO ( 原子 轨道 
的 线性 组 合 ) 法 。 用 这 种 方法 也 能 得 到 满足 布 洛 赫 定 理 的 波 
函数 。 更 重要 的 是 由 紧 束 缚 法 可 以 得 到 如 下 的 结论 ， 一 个 电 
子 在 晶体 里 的 能 量 与 一 个 电子 在 孤立 原子 里 的 能 量 相差 一 个 
常数 因子 及 与 波 矢量 有关 的 一 项 ， 而 正 是 后 面 的 一 项 将 原 
子 的 分 立 能 级 转换 成 固体 的 能 带 。 


$12-3 国体 的 能 带 结构 


上 一 节 已 经 指出 ， 一 个 在 周期 场 中 运动 的 电子 ， 其 变 国 
数 一 定 是 布 洛 赫 函数 ， 电子 的 能 谱 由 一 些 允 许 的 和 禁止 的 能 
带 组 成 。 本 节 我 们 将 通过 求解 一 个 最 简单 的 一 维 周 期 场 模型 
来 说 明 固 体能 带 的 形成 和 特点 。 

一 、 克 龙 尼克 - 潘 纳 模型 

克 龙 尼克 - 汪 纳 模型 把 一 维 周期 势 场 简化 为 图 12- 2 所 示 
的 情况 。 周 期 势 场 由 宽度 为 C 的 方形 势 阶 和 宽度 为 b 的 方形 
势 又 周期 排列 组 成 。 场 的 周期 就 是 晶 格 常数 ,oa = +c。 
， 壹 势 阱 的 势能 为 零 ， 势 又 的 高 度 为 Ho。 与 图 12-1 对 比 可 以 看 
出 ， 每 个 势 阱 就 是 正 离子 附近 势 场 的 简单 近似 。 
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图 12-2 
在 一 个 周期 内 ( -5 过 x 过 c )， 势 能 可 表 为 
0 当 0 之 x<ec 
Un={y wb (12-11) 


在 其 他 区 域 U(X*)=U(:;+na)， ”为 任意 整数 ， 电子 波 函 数 
满足 布 洛 赫 定理 ， 站 写成 


h(x) = ei us *) 
人 
+E-UY=0 


经 过 整理 后 得 到 
i +2ipgu+ (HEU) -eu=0 (12-12) 


dx? d 
假定 所 考虑 的 电子 能 量 E 比 Uo 小 ， 用 下 式 定义 两 个 实 量 a 和 
有 
= 2 有 = 2 Go 人) (12-13 ) 


我 们 可 以 将 〈12-12 ) 式 改写 为 下 面 的 两 个 方程 ， 在 0<x 


<c 区域 
0 . 四 
， 个 一 二 19— 
di: - dx 下 ) 0 (C12-14) 
在 -65 过 < 之 0 区域 
; ,de 。 LA、 
1 2h ,TP th = 0 (1 5) 


它们 的 丹 依 次 为 


(yy _ 、 
n= Aoeit? R) + Be iC +h)x 


6 ) 
Oi Do (P+ik)s , 


ta = ot 《12-17 ) 
其 中 4。，B。，C。, ，D, 为 常数 ， 这 四 个 待定 当 数 应 由 在 势 场 
突变 点 前 ux) 和 时 必须 连续 的 条 件 来 确定 ， 即 这 四 个 常数 应 
满足 下 列 四 个 条 件 


四 “ d ， 
0 《号 )- (全 
(12-18) 


oo=alcD (总 ) =- (区 ) ， 


将 三 ,za 代入 (15-18 ) 便 可 得 到 四 个 包含 4， Do 六, 的 

线性 齐 次 方程 ， 于 是 便 可 以 算出 波 函 数 。 不 过 我 们 更 感 兴趣 

的 是 求 出 电子 的 许可 能 量 值 。 注意 到 只 有 当 4o，Bo。，Co， 

D 的 系数 行列 式 等 于 零 时 ， 上 述 线性 齐 次 方程 组 才 有 一 组 不 

为 零 的 解 ， 可 以 证 明 ， 这 将 导出 如 下 笨 件 

Posinh Pb sinac + cosh Bb cosac = coshka 

《12-79) 

租 于 是 实数 
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— 1 <coska 1 


2 2 

. 一 Q2 . . < 

3 一 工 < 入 万 sinh Bb sin gc +cosh Bb cos uc 1 
20f 


参量 xc 与 能 量 瓦 有 关 ， 所 以 (12-19 ) 式 蚌 溉 定 电 子 能 如 的 超 


越 方 程 。 
- 为 了 简化 方程 ， 考 虚 势 如 变 成 5 函 煞 时 的 指 形 ， 好 Us。 
->o0, 6 一 0(c > a ); 但 Ub 仍 保持 有 限 管 。 在 这 科 假设 下 
我 们 有 (Br- a0 2A ，cosh Bo-> 1 和 SiahBb 。 1 ， 
hn . Bb 
于 是 (12-19 ) 式 可 简化 为 
Lo sin aa +cos aaG= cosRa 《12-20 ) 
ha 
令 P= tye. (12-2] ) 


这 个 量 可 以 作为 势 天 “ 面 积 ”U6b 的 一 种 量度 ，P 越 大 ， 电 
子 被 某 一 势 隆 东 绰 得 越 紧 。 由 (12-20 ) 、( 12-21 ) 两 式 ， 
我 们 得 到 


PS +cos aa= coska ( 12-22 ) 


利用 (12-22 ) 式 便 可 确定 电子 的 能 量 ， 首 先 画 出 
， flaa)= P singa +Cosag 
oa 
作为 aa 的 函数 的 曲线 。 由 于 - 1 <cosko< 1 ， 所 以 
一 工 委 叫 “ae +cosaa& 1 《12-23 ) 
显然 只 有 使 (12-23 ) 式 成 立 的 那些 aa 值 才 是 允许 的 ， aa 取 
任何 另外 前 值 都 是 被 禁止 的 。 又 由 于 ca = 224 全 -所 以 电子 
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7 
Has tcosaa 


图 12-3 


的 能 量 巨 的 取 值 也 就 被 限定 了 。 图 12- 3 是 已 = x 时 faa》 


的 图 形 ， 图 中 粗 线 画 出 许可 的 ca 值 。 可 以 看 出 ca 的 允许 值 
被 不 允许 值 的 区 闻 分 隔 为 一 段 一 段 的 ， 因 此 瑟 的 允许 值 也 被 
不 允许 值 的 区 间 分 为 一 段 一 段 的 。 人 允许 取 值 的 能 量 区 间 称 为 
对 许 能 带 ， 简 称 双 带 ， 而 不 允许 取 的 能 量 区 闻 称 为 禁 带 。 


ca 的 一 个 取 值 区 间 的 所 有 值 道 过 媚 = 《2 而 得 到 其 相应 的 


能 带 ， 因 此 从 图 中 还 可 以 得 出 允许 能 带 的 宽度 随 ao 值 增加 而 
增加 的 结论 ， 这 意味 着 电子 能 量 较 低 时 ， 受 某 个 原子 的 束缚 
就 紧 些 ， 受 其 他 原子 的 影响 就 较 小 ， 该 电子 的 共有 化 程度 就 
较 低 ， 近 乎 于 孤立 原子 中 的 电子， 其 能 带 的 宽度 就 较 窗 。 

设 cia，caa ，csa ，… 为 各 ca 允许 取 值 区 间 的 起 点 值 ， 
落 虑 到 coshc 的 周期 性 ， 从 图 12- 3 还 可 以 得 出 能 带 划 分 的 情 


. a? 
六: 当 Pe 从 零 增 加 到 时 ，cc 从 cic 堵 加 到 = ， EA 
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增加 到 3 ( 到》 ， 当 pa 从 < 增加 到 2z 时 ， oa 从 os 增加 到 
h?az 2 2 | 

2r， 巨 从 -,-- 增加 到 2 (2”) ， 当 ka 从 2z 增 加 到 3r 时 ， 
2 24、0 


h?o? 
3 6 (sr ,,。 我 
wa 从 usa 增加 到 3r ， 已 从 一 i 增 加 到 ?5 (让 ) ? 。 我 


们 发 现在 Re 等 于 天 的 整数 倍 时 ， 能 量 发 生 了 跃 变 。 从 许可 的 
wa 值 找到 相应 的 纵 坐 标 值 coska ， 由 此 算出 每 个 巨 对 应 的 天 
” 值 ,这样 就 得 到 了 如 图 12-4 所 示 的 -ka 曲线 。 为 简便 计 ， 
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图 中 只 给 出 了 上 > 之 0 时 的 情况 ，& < 0 时 的 曲线 与 此 镜 象 对 
称 。 图 中 纵 堂 标 以 22。 下 为 标 雇 。 


网 12- 4 请 外 地 天 明了 能 玉 的 分 办 点 出 现在 h = 了， 
人、 土 卫 ,一下 < 之 7 与 第 一 能 带 相 对 应 ，& 的 这 个 
J 27 RT TH 
到 值 冰 轩 又 称 波 和 的 第 一 布 里 浏 区 ， 27 之 之 一 以 及 


之 拭 与 第 二 能 带 相对 应 ， 称 为 流失 的 第 二 布 里 湖 区， 其 


余 类 推 。 可 以 看 出 能 量 较 高 的 能 带 比 较 宽 ， 能 量 钱 低 的 能 天 
比较 守 。 另 外 由 了 cos&a 的 周期 性 ， 对 于 一 个 给 定 的 能 带 ， 


能 量 是 的 让 周期 函数 ， 周 期 是 ， 赂 12-4 中 仪 国 出 (ka) 


半 个 周期 的 图 象 ， 谈 癌 可 以 根据 这 半 个 周期 的 疼 象 很 容 易 地 
绘 出 各 个 能 带 的 玉 -ka 周 期 滑 数 虹 线 ， 并 且 发 现 所 有 的 能 带 
在 第 一 布 里 涡 区 内 都 有 自己 的 网 绢 ,也 就 是 说 我 们 只 需 将 波 
矢 上 限制 在 第 一 布 里 浏 区 ， 划 : 
-Sh 1 ( 1%-24 ) 


便 可 描绘 出 所 有 的 能 还 ， 由 上 式 确 定 的 波 矢 称 作 简约 波 估 ， 
为 了 避免 混淆 ， 应 将 能 带 编 号 ， 通 党 写成 tk)，s 是 能 带 
的 序号 。 应 该 指出 的 是 ，5 际 上 也 部 庙 二 - 裔 地 从 布 洛 康 欧 数 
的 形式 得 出 尽 不 是 唯一 地 决定 了 的 结果 ， 关 于 此 ， 读 者 可 参 
举 习 题 12-~4 的 讨论 。 
最 后 ， 让 我 们 回 到 (12-23 ) 式 ， 分 析 己 对 能 带 的 影 
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汉王 为 有 限 什 时， 对 应 于 能 量 许可 休 成 能 带 的 情况 ， 而 县 
度 随 己 的 增加 而 减 小 ， 当 已 一 se 时 ， 必 有 ”= 0， 


Ne Hi2 J 四 < ~ 
敌 得 :20= nx， 7 之 1 因此 EE = = i ， 最 然 能 级 与 A 无 


4 能 有 分 立 的 能 级 ， 相 当 于 处 在 宽度 为 晶 格 常 煞 5 

的 无 限 深 势 降 中 的 情况 ， 即 孤立 原子 中 东 线 电子 的 情况 ， 毛 
以 向 小 值 适当 表达 了 电子 被 原子 束 绒 的 程度 ， 呈 越 大 ， 岂 
鲁 的 程 涝 越 大 ， 相 应 的 能 带 越 罕 。 
、 拍 一 能 带 中 可 能 波 函 数 的 数目 

河面 的 订 论 得 出 了 波 矢 的 取 值 范围 ， 但 波 笑 的 值 并 不 
是 连续 的 ， 而 只 能 在 允许 范围 内 取 分 立信 ， 这 是 由 边界 笨 件 
六 年 的 。 

前 面 我 们 只 考虑 了 一 维 无 限 长 晶体 ， 但 对 实际 晶体 来 说 
共 线 度 总 是 有 限 的 。 为 了 既 不 破坏 晶 休 的 局 期 性 又 能 处 理 有 
限 的 问题 ， 设 想 在 长 为 工 = Na《 入 为 原 钨 数 ) 的 有 限 晶 体 之 
外 ， 仍 然 有 无 穷 多 个 相同 的 晶体 ， 并 且 各 块 晶体 内 相对 应 的 
那些 点 处 波 阔 数 完全 相同 。 这 租 当 干 这 样 的 一 个 行 波 +: 该 波 
由 有 限 唱 体 的 左 端 向 右 端 传播， 在 右 端 并 不 反射 ， 但 在 刚 离 
开 而 问 的 同时 又 进入 左 端 重复 完全 相同 的 传播 过 程 ， 波 函 数 


A 
基 ， 沁 了 下 
2 可 


和 
Eoy 


20¢5. 


变化 的 周期 应 为 晶体 的 长 度 工 ， 即 
pC%) = pA+L) 
这 就 是 所 谓 的 周期 性 边界 条 件 。 加 上 周期 性 边界 笨 件 后 ，N 
个 原 胞 组 成 的 一 维 晶体 就 相当 于 环绕 成 一 个 圆 环 的 原子 链 ， 
如 图 12-5 所 示 ， 波 沿 此 圆 环 传播 。 

根据 周期 性 边界 条 件 ， 我 们 就 可 以 算出 一 个 能 带 内 波 函 
数 的 数目 。 由 于 VC x+ 工 ) 满 足 布 洛 赫 定 理 ， 我 们 有 


jtL) oihCx tL ,4 L) = elhLycn) 
比较 上 式 与 ( 12-25 ) 式 可 得 
oikL | 
则 名 必须 满足 条 件 
kL = 2nr 
即 = 2 Cn = 0 ,+1, +2,.") 
斌 网 归 时 只 能 取 分 立 值 。 由 于 每 一 个 4 值 对 应 一 个 量子 
， 所 以 在 &-> AR 范围 内 量子 态 的 数目 为 
An = LAk 
2 区 


又 四 在 一 个 能 名 内 有 的 这 图 是 Ah = 2 ， 所 以 在 一 个 能 带 内 
量子 态 的 数目 为 


即 每 一 个 能 带 内 量子 态 的 数目 等 于 组 成 晶体 的 原 胞 数 Y。 这 
个 结论 对 三 维 嘱 体 也 是 成 立 的 。 在 宏观 晶体 让 厌 胞 数 入 一 般 
是 很 大 的 ， 因 而 每 个 能 带 内 包含 的 量子 态 数 及 相应 的 能 级 数 
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也 就 很 大 ， 一 个 能 带 中 各 个 能 级 彼此 非常 靠近 ，1j 
连续 的 。 
由 泡 利 不 相 容 原理 ， 每 个 能 级 上 只 可 容纳 两 1 
的 电子 ， 因 此 在 任何 一 个 能 带 里 最 多 可 容纳 2N 个 +s 

对 子 实 际 晶体 ， 需 要 补充 说 明 的 是 ， 不同 能 带 在 能 量 上 
不 一 定 严格 分 隔 开 ， 而 可 能 发 生 能 带 之 间 的 交 选 。 晶 体 中 存 
在 的 杂质 和 缺陷 破坏 了 晶体 的 周期 性 ， 在 禁 带 中 将 存在 杂质 
能 级 。 


”$12-4 固体 能 带 与 原子 能 级 的 关系 


设想 组 成 晶体 的 立 个 原子 原来 都 是 扳 立 存在 的 ， 都 处 于 
某 一 能 级 ， 具 有 相同 的 能 量 ， 当 它们 靠拢 来 形成 晶体 时 ， 每 
个 原子 中 的 电子 不 仅 受 到 本 身 正 离子 或 原子 核 的 作用 ，、 还 要 
受到 其 他 正 离子 或 原子 楼 的 作用 ， 这 些 相互 作用 都 具有 相应 
的 能 量 ， 电 子 原来 (原子 孤立 时 ) 的 能 量 状态 就 发 生 了 改变 ， 
原来 的 一 个 能 级 就 分 裂 为 非常 接近 的 和 N 人 个。 图 12-6 是 N= 9 
时 ， 原 子 能 级 分 裂 成 能 带 的 示意 图 。 图 图 中 特别 表示 出 ， 傅 低 
的 能 带 愈 窗 ， 愈 离 的 能 带 愈 宽 。 这 是 由 于 能 量 低 的 带 对 应 于 
内 导电 子 的 能 级 ， 而 对 内 层 电子 来 说 ， 受 本 身 粒子 的 束缚 较 
紧 ， 与 其 他 粒子 的 相互 作用 较 弱 ， 所 以 相应 的 能 带 较 窗 。 事 
实 上 ， 因为 实际 晶体 的 六 很 大 ， 能 带 内 的 能 级 差 是 很 小 的 
(一役 小 于 10 ”eV ) ， 能 常 内 的 能 级 可 以 认为 是 连续 的 。 
由 于 能 带 是 从 原子 能 级 分 裂 〈 或 称 展 宽 ) 而 成 的 ， 因 此 表示 
能 带 时 党 沿用 分 裂 以 前 原子 能 级 的 名 称 ， 如 1s 带 、2s 带 、 
22 带 等 等 。 理 论 和 实验 都 指出 一 艇 晶体 的 每 条 能 带 的 宽度 约 
有 儿 个 电子 伏特 数量 级 。 | 


>, 
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应 该 在 此 提 到 的 是 ， 从 软 式 射线 发 射 谱 的 研究 可 以 请 楚 
到 说 明 国 体能 带 与 原子 能 级 的 关系 。 秃 用 -一 束 高 能 电子 对 狐 


ee bd ere ev Beem pag 


ro) 人 ) 
图 12-7 


这 原子 《 如 气态 下 的 钠 ) 进行 到 击 ， 从 里 层 稳定 座 打 出 一 个 
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电子 ， 留 下 一 个 空 态 ， 处 于 高 能 态 的 电子 就 有 可 能 跃迁 到 空 


出 的 能 级 ， 同 时 发 射 光 子 ， 形 成 尖锐 的 特征 诺 线 ， 这 种 增 线 


处 于 软 忆 射线 !:。 问 体 受 到 高 能 电子 的 产 击 也 会 出 现 类 似 的 
情形 ， 但 拍摄 下 来 的 光 谎 不 是 一 条 很 冠 的 讶 线 而 是 一 个 有 一 
定 宽 度 的 谱 线 带 ， 图 123-7 是 气体 和 因 体 钠 的 软 式 射线 光谱 及 
能 级 的 示意 图 。 当 钠 原 子 聚 到 一 起 形成 固体 钠 烤 ,只 有 答 蝶 子 


能 级 受 的 影响 比较 瘟 烈 ， 而 其 余 的 内 灵 能 级 仍 保持 不 连续 ， 


结果 气态 下 的 3s-25 跃 迁 所 关 成 区 很 尖锐 的 谱 线 在 固态 下 变 
成 了 大 约 3rm 宽 的 谱 线 带 ， 因 为 从 3s 能 带 的 任何 子 能 级 到 ?p 


态 的 跃迁 都 是 可 能 的 。 测 出 详 共 宽度 和 很 尖锐 的 高 能 限 ， 即 


可 算出 能 带宽 度 和 相对 于 2p 能 级 的 费 米 能 级 已 | 。 研究 软 鲜 
射线 谱 还 可 以 表 胃 上 整 个 能 带 中 能 量 的 分 布 ， 证 实 了 研究 能 带 
中 的 电子 性 质 时 不 能 采用 经 典 统计 理论 。 

现在 让 我 们 看 一 看 电子 在 能 带 由 是 怎样 分 布 的 ， 因 为 角 
车 于 数 为 1 的 能 级 ， 汶 量子 数 可 让 (21+ 1 > 个 不 同 前 短 ， 硅 
个 原子 形成 晶体 时 就 分 烈 成 (21+-T ) 个 支 能 带 〈 一 般 是 互 
相 重 迭 的 ) ,每 一 个 支 能 带 可 以 容 钠 2 六 个 电子 ,所 以 角 量 子 数 
为 ! 的 能 带 中 的 能 态 数 或 最 多 可 容纳 电子 数 为 2(?!+1)N 个 。 

实际 上 ， 有 的 庶子 中 的 一 些 能 级 原来 就 相距 很 近 ， 其 至 
上 人 下 交错 ， 当 形成 品 体 时 ， 能 带 与 能 带 之 间 往 往 互 相 重 过 ， 
这 时 ， 厦 子 的 能 级 与 能 蕴 间 就 不 是 简单 的 一 一 对 应 关系 。 能 
带 的 重 选 也 可 以 从 并 射线 发 射 谱 得 到 证 明 。 


$12-5 ” 导体、 绝缘体 和 半导体 的 能 带 结构 


一 、 满 带 、 空 带 和 导 带 
芒 体 中 的 电子 填充 能 带 时 也 遵从 最 小 能 量 原 理 。 如 果 一 
个 能 带 中 所 有 能 态 部 已 被 电子 填 满 ， 这 个 能 带 就 称 为 满 带 。 
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原子 内 层 能 级 在 正常 情况 下 都 已 被 电子 填 满 ， 当 形 成 晶体 

时 ， 与 此 能 级 相应 的 能 带 如 果 不 和 其 他 能 杏 重 迁 ， 一 般 都 是 . 

满 带 ， 因 此 在 外 电场 作用 下 当 有 任意 电子 自 它 原来 占据 的 能 

坊间 这 一 能 带 中 其 他 能 态 转移 时 ， 由 于 泡 利 不 相 容 原理 ， 必 

然 有 另外 的 电子 沿 相反 的 方向 转移 与 之 抵偿 ， 总 的 效果 与 没 
有 电子 转移 一 样 ， 所 以 满 带 中 的 电子 没有 导电 作用 。 

价 电子 所 在 的 能 级 分 裂 成 的 能 带 称 价 带 。 价 带 可 能 是 满 
带 ， 也 可 能 不 是 满 带 。 如 果 价 带 中 只 填 入 部 分 电子 ， 还 有 一 
些 空 着 的 能 态 ， 在 外 电场 作用 下 ， 这 样 的 能 带 中 的 部 分 电子 
得 到 加 速 ， 能 量 增 大 ， 可 能 进入 本 能 带 中 未 被 填充 的 较 高 能 
级 ,由 于 有 许多 空 着 的 能 态 ,因此 不 一 定 有 反 向 的 电子 转移 来 
与 之 抵消 ， 因 此 形成 电流 。 所 以 在 未 被 电子 填 满 的 能 带 中 的 
电子 可 以 表现 有 导电 作用 。 这 种 未 填 满 电子 的 能 带 称 为 导 
带 。 

原子 的 激发 能 级 分 裂 形 成 的 能 带 ， 在 正常 情况 下 往往 没 
有 电子 填 和 人， 称 为 空 带 。 如 果 电 子 因 某 种 因素 受 激 而 进入 空 
带 ， 在 外 电场 作用 下 这 电子 能 量 增 大 而 向 空 带 中 较 高 的 能 级 
转移 ， 因 而 形成 电流 ， 因 此 空 带 也 能 成 为 导 带 。 

二 、 导 体 

导体 的 能 带 结构 如 图 12- 8( a ) 所 示 。 导体 中 较 低 的 能 
带 都 被 填 满 了 ， 而 较 高 的 能 带 只 部 分 被 填充 而 成 为 导 带 ， 因 
此 导电 性 能 良好 。 

例如 碱 金 属 元 素 钠 ， 一 共有 11 个 电子 ，NN 个 钠 原 子 形成 
晶体 后 1s，2s，27 三 个 较 低 的 能 带 分 别 填 入 2N, 2V，6N 个 
电子 而 成 为 满 带 ， 剩 下 习 个 3s 电 子 填 人 3s 能 带 ， 而 8s 能 带 可 
容纳 2 入 个 电子 ， 因 此 该 能 带 是 半 满 的 而 成 为 导 带 。 又 如 碱 


土 金属 元 素 镁 ,孤立 原子 有 2 个 3s 电 子 , Y 个 原子 形成 晶体 后 
有 2N 个 3s 电 子 ， 粱 理 晶 体 中 的 3s 带 应 被 填 满 而 不 导电 ， 但 
由 于 它 的 3s 能 带 和 较 高 的 空 能 带 发 生 重 选 而 形成 一 个 很 宽 的 
混合 能 带 ,2 个 3s 电 子 在 正常 情况 下 未 填 满 这 个 混合 能 带 ， 
四 此 六 能 带 成 为 导 带 。 
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三 、 绝 缘 体 

绝缘 体 的 能 带 结构 如 图 12- 8( 5 ) 所 示 。 价 带 已 被 填 满 
而 不 导电 ， 而 且 这 个 满 带 与 它 上 面 的 最 低空 带 之 间 的 禁 带 宽 
度 较 大 ( 约 3 ~6eV ) ， 当 采用 一 般 的 热 沼 发 、 光 照 或 外 加 
电场 不 太 强 时 ， 江 带 中 的 电子 很 少 能 获得 足够 的 能 量 跃 迁 到 ， 
空 带 上 去 ， 因 此 表现 为 导电 性 很 弱 。 

大 多 数 离子 晶体 如 气 化 钠 ， 毛 化 钾 等 和 大 多 数 分 子 晶体 
如 毛 晶 体 ， 二 氧化 碳 晶 体 等 都 是 绝缘 体 。 以 毛 化 钠 为 例 , 钠 前 
最 外 层 3s 电 子 转移 到 氢 的 3p 层 而 形成 钠 正 离子 和 和 气 负 离子 
并 且 钠 正 离子 的 2p 能 级 和 和 握 负 离子 的 3p 能 级 都 已 为 电子 所 
填 满 ， 形 成 晶体 时 ， 相应 的 两 个 能 带 各 为 6N 个 电子 所 填 满 
而 表现 为 不 导电 。 
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到 、 半 导体 

侍 学 体 的 能 带 结构 如 疼 12- 8 (ec ) 所 示 。 其 特点 是 最 高 
的 满堂 “ 价 带 ) 与 最 低 的 空 带 ( 激发 带 ) 之 间 的 禁 带 宽度 较 
宏 ( 约 ;,1~2eV )。 因 此 用 不 大 的 热 激发 ， 光 照 或 不 太 强 的 


人 


上 去 ， 司 其 成 为 民 措 。 

号 一方 击 在 价 带 项 部， 辐 于 一 部 分 昌 子 受 激发 进入 室 带 
而 留 下 芍 首 汪 室 着 的 能 态 称 为 空 穴 ”。 在 外 加 电场 作用 
下 , 价 带 : 二 的 电子 能 最 增 大 而 转移 到 记 些 空 穴 中 , 国 时 又 留 下 
新 的 空 穴 ,, 这 样 空 穴 不 断 团 移 ， 其 效果 与 一 些 带 正 电 的 粒子 
”在 外 孝 志 场 作用 让 沿 善 与 上 述 电 子 相 反 的 方向 转移 ， 进 入 较 
低能 态 的 过 程 视 问 ， 显然 这 种 空 穴 对 导电 也 有 呐 献 ， 称 为 空 

人 
Li 的 能 这 《< 江 满 带 ) 中 才 有 总 

在 外 电场 应 用 下 车 作 中 的 己基 直 济 册 的 生 六 部 问 参 

与 名 电 的 半导体 你 为 本 征 弟 导体 ， 基 让 参与 导电 的 电子 和 空 
穴 称 为 本 征 载 流 子 ， 这 种 导电 性 称 为 本 征 导 电 性 。 一 般 只 有 

高 纯度 的 半导体 在 较 高 温度 时 慷 具有 这 种 导电 性 。 

氏 和 硅 是 典型 的 半导体 元 : 索 ， 短 个 元 肥 有 两 个 原子 
个 原子 布 《个 从 电子 ， 它 们 的 状 蕉 基 一 下 ms 态 和 王 站 1 村， 
在 N 个 赢 胸 的 晶体 中 共有 8gN 个 从 出 立 子 学 如 果 往 单 其 臣 居 为 唱 
_ 体 的 能 带 与 原子 的 能 级 总 是 一 一 对 应 的 ， “ 则 谷 带 董 可 容纳 
16 访 个 电子 ， 错 和 硅 似乎 应 该 是 导体 而 不 是 半 守 体 。 实际 
上 ， 对 内 层 电 子 上 述 对 应 关系 是 正确 的 ， 对 价 包子 这 种 对 应 
关系 不 一 定 能 保持 。 当 疲 子 间 中 减 小 到 一 定 笨 时 hs 窟 有 RD 坊 
之 间 就 产生 强 的 交 扩 ， 使 加 能 党 发 生 强 烈 的 变化 ， 当 原子 
间距 进一步 减 小 时 ， 产 年 为 禁 带 隔 下 的 两 个 能 台 ， 每 一 个 带 


有 4N 个 能 级 ， 正好 8 仿 个 电子 部 填 在 较 低 的 :… 个 能 1 
面 钳 和 和 奸 都 是 半导体 ， 它们 的 柳 带 宽度 分 别 为 4.742Y 和 
] ,170Y 。 

在 纯净 半导体 中 雁 进 少量 其 他 元 下 的 原子 环形 万 杂 贡 
半导体 。 册 于 杂质 原子 的 存在 ， 蝇 体 内 形成 了 局 部 能 级 ， 从 
奋 火 大 改善 了 半导体 的 导电 诈 能 。 有 关 其 体 悄 况 请 读者 参 交 
《固体 物理 学 简明 教程 > 区 清泉 编 》$ 7.1。59) 

小 结 


一 、 简 要 介绍 了 共有 化 电子 的 概念 和 自由 电子 仓 模型。 

二 、 介 绍 了 布 洛 赫 定理 ， 一 维 周期 场 中 运动 的 电子 ， 其 
波 溺 独 上 其 有 以 下 形式 

BK) = oly) 

其 中 u(x)= uxt+na) 

汉 、 通 过 克 龙 尼克 - 潘 纳 模型 的 求解 过 程 重 点 讨论 了 加 
体能 带 结 构 的 形成 和 主要 特征 ， 

1。 周期 场 中 电子 的 爷 许 能 级 学 成 能 带 ， 汪 个 相 邻 能 各 
之 间 由 禁 带 也 并 。 

2。 能 带宽 度 随 能 量 的 增加 而 增加 。 

3。 能 带 的 分 春 点 位 于 有 = 土 了 ， 士 “等 处 ， 这 些 
分 办 点 是 波 儿 kK 的 第 一 ， 第 二 ，*… 布 里 济 区 的 边界 。 

4。 对 于 一 个 给 定 的 能 带 能 量 忆 是 波 矢 上 的 周期 请 数 ， 


周 其 为， 办 此 在 第 一 布 里 济 区 (<<<) 识 可 拉 从 


出 万 有 的 f 能 带 
5。 能 带 砚 度 随 着 电子 被 东 缚 程度 的 增加 而 减 小 。 


6。 在 每 一 个 能 带 里 最 多 可 以 容纳 2 个 电子 。 

四 、 定 性 讨论 了 固体 能 带 与 原子 能 级 的 关系 ， 简 单 介 绍 
了 有 关 的 实验 研究 。 

五 、 用 固体 能 带 结构 的 观点 定性 分 析 了 导体 、 半 导体 和 
绝缘 体 的 区 别 ， 导 体能 带 结构 的 特点 是 具有 未 填 满 的 导 带 或 
混合 能 带 ; 绝缘 体能 带 结 构 的 特点 是 禁 带 较 宽 ， 半 导体 能 市 
结构 的 主要 特点 是 禁 带 较 罕 。 另 外 我 们 还 介绍 了 空 穴 及 空 穴 
导电 的 概念 。 


习 题 
12-1 以 一 维 无 限 深 势 阱 为 例 求 出 在 每 边 长 为 L 的 三 维 
无 限 深 势 阱 中 运动 的 电子 的 演 函 数 和 能 量 公式 。 
12-2 由 上 题 结 果 写 出 前 三 个 不 同 能 级 的 所 有 波 函 数 ， 
给 出 各 能 级 的 能 量 。 各 能 级 的 简 并 度 多 少 ? 讨论 势 阱 形状 对 
简 并 度 的 影响 。 
12-3 将 (12-1) 式 写 为 ( 拱 寺 n+ 及 2) =24L 万 ,可 以 


五 2r2 
看 出 车 以 ns。、ny、t; 为 坐标 ,对 一 个 给 定 的 EE， 上 式 是 一 个 半 
径 为 R= (24 忆 巨 入 的 球面 ， 可 称 为 等 能 面 。 试 求 出 在 


hn: 
一 上 +d 上 能量 问 胶 中 的 量子 态 数 dC 和 自由 电子 的 状态 密 度 
dG 
dE ° 
12-4 已 知 喘 格 常数 为 a 的 一 维 周 期 势 场 中 电子 的 泪 画 
数 为 


(1) HX)= sin < x 
a 
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(2) x)= ji cos 


(3) (xX) = D> Kx-ia) 


(4) pxX) = > —i)"f(x-ma) 
试 求 电子 在 这 些 状 态 中 的 波 矢 ， 并 讨论 波 矢 值 是 否 唯 一 。 


( 提示 ; YX%) 应 满足 布 洛 蘑 定理 ) 。 
12-5 试 由 图 12- 4 给 出 的 所 (REa) 半 个 周期 的 图 提 ， 绘 


-3 
出 了 P=。 时 
、 47 4 
(1) 能 带 的 扩展 布 里 洲 区 表示 【在 凶 < < 多 内) ， 


(2) 能 带 的 周期 性 表示 《 四 个 能 带 均 画 出 )， 
(3) 能 带 的 简约 布 蛙 洲 区 衣 示 ( - <A<r ) 。 
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qq 


附录 一 ”谐振 子 能 级 及 波 函 数 


站 
3 一 全 


XI 3 一 0 > 式 - 的) 站 Ha § 3— 多 简 单 分 杜 本 
i 将 之 代 


的 艇 ， 
HCA) 的 方 召 ( 称 为 让 密 方 程 ) 


入 ( 3-49) 可 得 闫 
di: i | -、 
. HC) 2 dH(é) (A 1 HE)=0 


(CT~-1} 


肯 级 数 法 求 求解 方程 ( 工 -1 )》， 今 


、 sa 。 
4U 上 - £4 
HCE) = > Qs (1-2) 
h=0 
代入 (T-: 比较 同 称 天 系数 本 得 o 问 递 扒 关系 
ais 4 1 3 
be (k 十 : 3 六 十 1 ) 9 2 > ~ 
《| -3) 
(Pe 党 Ey a : a 2 2 
日 弛 吉 量 本 Bo 算出 所 有 偶 : 深谷 吕 承 煞 ， 市 王 算 hn 肥 有 全 次 
名 项 汪 之 。 股 名 中 天 为 


1—h.s (1 一 ) 一 几 二 
-- £2 十 1 ‘5 4 34 + 


0 
31 51 

au 和 1 为 零 ， 基 可 分 别 得 到 两 个 线性 无 关 解 。 但 这 

遂 。 均 不 能 满足 波 国 数 的 标准 条 件 。 内 为 ， 

:的 泰勒 展 异 


分 名 选 划 


ass/ >2/R, je 


2 
2 


入 271 的 高 次 项 系数 之 比 也 是 (8/2) 1 /Ck/2+ 1)! 


Per 


jh 区 i ly i A £9 
_ 3 这 就 是 说 , 当 性 -co 阿 ， 其 一 荐 oo 1 一 全 …] 
~ A 


一 + ”， 而 为 - 解 of 1 -2 te ~ ”。 这 样 ， 
3! 


六 的 波 随 数 罗 在 三 土 co 时 均 不 是 有 限 的 。 为 满足 波 
提名 人 | 必须 使 二 无 穷 级 数 中 断 为 多 项 式 。 设 H(s ) 
的 最 高 次 项 为 结 ， 为 使 外 + 项 的 系数 cxs 为 零 ， 由 ( 工 - 3 ) . 
i 必须 尺 +1 由 3-4 的 (3-39 ) 式 , 即 得 谐振 
卫 能 级 公式 


E,= (n+, ho; n=0, 1, 2° 


耐 其 福 应 的 波 函 数 为 g = we AX) 。 HS) 用 下 法 
求 得 ， 将 4 2 代入 I-1 ) 式 ， 即 得 


dH ， 
de 一 一 2 dE t+2 2%H,= 0 《 1] -4 》 
d jag, ps 4 
令 4=e-， 则 | = -25u， 用 微分 学 的 菜 布 尼 兹 公式 得 
drs 人 x+1 。、 d"” , 
ER 一 中 于 本 ant+1) dE" 


CI-5) 
如 以 二 ,n= -1)e-* HH 和 ) 代 人 CI-5 ) ， 即 得 方程 


( 工 -4 ) 。 这 就 是 说 ( -1)e” -让 ;是 (I-4 ) 的 解 ， 由 
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为 
H,(E) = (re 外 de ee- (1-6) 


以 = 0 ，1 ,2 代入 (了 -6 )， 即 得 地 简章 的 三 个 万 密 多 
项 式 ，Hs(8)= 1 ，H41(5)=25，Hs(E)= (4 如 -2)。 波 函数 


(8)= Vie-s 日 ,(E)， 以 下 确定 归 一 化 系数 。 


1 = 人 Hd 


2 [8 有 
N? 


(et dé 


-一 1 人 ad” 
Te | H; (6) dé” 


一 oa 


此 式 用 了 ( 3-39 ) 及 ( T- 6 )。 现 对 此 式 连续 施行 1 次 分 
部 积分 ， 即 有 


-a | (a ) es “dé 


ei) ‘1-7) 


由 (了 -6 ) 知 H,(&) 中 最 高 次 项 5" 的 系数 是 2"， 此 因 e-“ 对 
s 微 商 一 次 得 一 个 ( -25 ) ，7 次 即 得 (一 25)” ;次 微 商 
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后 还 有 n! 这 个 系数 ， 故 有 


1 2 8 | £2 dE = 2 nt Va 
Ni J ° 
1i 
N=( 0。 (TI-8》 
2"n! Vx 


此 外 ， 由 CI 工 -5 ) 及 ( 了 -6 ) 不 准 得 到 递 推 公式 
FS) 一 2 和 (二 ) 十 2HEi -区 二 ) = 0 《 I-9 > 
由 此 公式 ， 不 难得 到 振子 华 标 位 置 的 矩阵 元 


J xy ,dx 


gr (Vo,,, 本 +1porl) 


附录 二 氢 原 子 苏 定 请 方程 的 解 


由 $4-1 及 § 4-2 知 ， 对 氨 原 子 功 定 亩 方程 的 求解 ， 主 
要 就 变 为 对 方程 ( 4-16) 及 (4-117) 的 求解 。 现 分 别 对 这 两 
个 方程 的 解 进行 讨论 。 


一 、 勤 让 德 函数 
先 讨论 方程 (4- Dm = 0 时 的 特殊 情况 ， 即 
C0- 四 ej +iP=0 (1-1 >》 


令 忆 = 之 Ci 将 它 代入 ( 开 -1 ) ， 比 较 同 短 项 系数 得 
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本 RCRT+T)- A mw (i 
人 i 、 下 -2 
(RII) Rt+2) 
由 此 六 知 ， 任 何 偶 次 詹 项 系数 均 可 由 Co 求 往 ， 身 奇 次 深 项 未 
数 册 全 守 往 。 这 样 ， 如 可 得 二 线性 无 关 解 ，- 一 为 奇 次 党 级 阁 
解 31(5 )， 一 为 偶 次 之 级 涩 解 w(5)。 当 hh 一 品 时 ， 当 有 
Onro/>i -2/kR， 此 与 in(i ~ 熙 ) 的 泰勒 良 开 式 的 相 避 
次 项 系数 之 比 相 则 。 央 此 ， 当 向 一 1 有 时 wa 与 2 


趋 上 ce， 艾 不 沽 是 波 国 数 的 有 办 条 估 。 已 = 之 Ce ;级 外 


禹 


) 均 


只 能 中 汤 为 多 项 式 。 设 & = 【时 中 断 ， 央 得 六 = 7E+ io 通 
常规 定 此 多 项 式 最 高 之 次 61 的 系数 为 人 = (2D1 /2!， 1)'， 
划 得 蒜 计 德 多 硕 式 公式 


r i 
《22 
P= 全 oTR UR 
4=0 
(ii-3) 


其 中 [, ， 代 下 不 大 -1/2 的 最 大 整数 。 PIG 的 徽 字 形式 


(一 1)1。 这 是 不 难 蛤 证 的 。 


对 于 到 0 的 情况， 印 为 方程 (4 -16 ) ， 可 书 为 


为 使 解 PC5) 在 151 夺 1 范围 内 有 界 ， 令 共 解 为 
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POO)=0-0HB" ye) (CI-5) 
将 之 代入 ( 下-4 ) ， 即 得 关于 y(5) 的 方程 
(16)y -2 m+ 1 Ey +CL+1) -Mm +1))y 
= 0 (HH-6) 
如 将 方程 ( -1 ) 对 上 求 |jm| 次 导数 ， 即 得 
(ey EP) - 2(m+1)¢ (起 商 pi) 


dm 
dem mT 0 
此 与 方程 《 下 -6 ) 一 致 ,这 说 明 y《6) 应 为 


[| 
y( 6) = mr Pe) 


+ [LICI+1)—m(m+1)) 


代入 (于 ~5 〉》， 即 得 方程 (4 -16 ) 的 解 为 


= pon dm 
P(e)= (1 -6). € PiAL) 


Fl 
由 于 PxE) 为 1 次 多 项 式 ， 故 lm| 过 1 。 用 分 部 积分 法 可 得 
其 归 一 化 当 数 。 归 一 化 的 P(E) 表 为 


. P "iE) 


CI lm YC FI po 由 
me) demrPe) 


PP jm (5) 称 为 缔 合 葵 让 德 函数 。 由 此 即 得 角 部 部 分 的 波 函 数 


六 /UU lml YC21+1)p ll img 
Yi,(9,9) rm Pp, (cosb )e 。 此 波 


函数 的 正 交 性 ， 可 归结 为 Pj" 的 正 交 性 。 由 方程 ( -4 ) 
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- EE 


出 发 ， 可 PI" EP" (£) = 6 


二 、 径 向 方程 的 解 
为 简化 方程 ( 4 -11  )。 将 RGr)= ulr)Jr 代 入 ( 4 =11’)， 
得 到 一 个 关于 u(r) 的 方程 
e? 
© AD vc 


d2u 24 

a+ 二 
(UI-7) 
现 仅 讨 论 眉 < 0 的 情况， 为 进一步 简化 方程 ， 令 a 


= (84|E| /hn 有 = 2petjah: 及 p=ar， 则 (CI-7》 
简化 为 


diu B_1_HIl+1) = 一 
+ 4 Ms 0 《了 -8 》 


先兆 察 此 方程 的 渐 近 行为 ， 当 p 一 co 时 方程 变 为 
dz 1 “ 一 
dp 一 4 4 二 (HH-9 > 


此 方程 之 解 为 4(p) =ei?A2( 即 为 ([-7 ) 之 渐 近 解 ) ， 而 
4 (Pp) =e*? /不 满足 标准 条 件 ， 故 舍 去 。 由 此 可 取 方 程 
CI-8 ) 的 解 为 下 述 形式 

wu(p)= e -地 flp) (IH-10> 
将 ( 卫 -10) 代入 方程 《 于- 8 ) ， 可 得 关于 Xp) 的 方程 


县 -下 + + 人- 全- ]7= 0 (I-11> 


设 其 解 为 Kp)=p po ( 此 >» 为 正 整数 ) ， 将 之 代入 


A 
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< IT-i1 ) ， 比 较 同 舌 项 系数 ， 可 得 


R+»-p 
Di = -Tb - 
CRry+1)CR+p) — [IT+1) * ‘ 1712) 


汝 好 -co 时 ，b Vs 一 1/R， 此 与 e” = > pk! 的 相 令 项 


hkh=0 


系数 之 比 相同 。 故 当 p -= 时， 级 数 p* 2 bp 是 发 散 的 。 
Na=0 

此 与 波 郊 数 标 准 条 件 相 违 ， 因 此 读 级 数 必 须 中 断 为 多 项 式 。 
由 《11-12 》 知 ， 如 在 某 项 中 断 ， 即 有 8 +v 一 B=0， 令 
此 k=n,。 且 因 64 是 由 k= 0 开始 ， 即 5_,= 0 。 由 《于 -12) 
得 CC 一 1 4p +1)《 -1+2) 1+1)2b= 0 ,而 bo 六 0 ， 即 
有 (v1)9=I(I + 1)， 此 有 两 根 (1+1) 及 -1， 
但 > >0， 故 取 » = 1 +1。 如 此 ， 即 得 BP =n,+ 1 +1。 
再 由 与 的 关系 ， 可 得 氨 原 子 能 级 ( 能 量 本 征 值 ) 。 下 面 
再 讨论 径 向 波 硝 数 问题 。 

由 上 述 讨论 知 ， 要 知 R(r) 得 先 来 出 (Pp) 。 而 1P) 为 一 


(n—-{—1) 


多 项 式 ， 表 为 Ko) = Pr 之 ps。 又 由 (〈 卫 -12) 知 ， 


k= 


只 要 给 定 ， 则 其 他 系数 均 可 决定 。 而 bo 可 通过 归 一 化 而 定 
出 。 这 样 ， 此 一 多 项 式 就 可 确定 ， 常 表 为 


f (0) = bp DL p) | CH-13) 
元 人 (0) 称 为 缔 合 拉 盖 尔 多 项 式 。 它 又 可 表 为 ， 了 81Cp ) 
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de21+1) 


= par 上 w+1(P) 。 此 Ls+1(P) 称 为 拉 盖 尔 多 项 式 。 如 将 
( 耳 -13 ) 代入 方程 ( IE -11 ) 中 ， 可 得 关于 L, +1! 的 方程 
po (P+ C+2 —p) Larp) +taLrp)= 0 
(I-14> 
不 难 证 明 ， Li(p) =er rr(ep"*') 是 满 是 《 I-14 > 


的 ， 此 式 就 是 拉 盖 东 多 项 式 的 微分 形式 。 这 样 ， 就 得 到 径 府 
波 函 数 R(r) 的 表示 式 


Rit = Nure™’' (a’r) LCa’r) (I-15> 


JI = {a -li-D! 1 二 
,为 归 一 化 常数 ， 其 为 W {a 2nCC2z+DDI § ° 


根据 此 式 及 积分 学 公式 | wo"dx= (1)"[ "odx， 亦 可 


但 、 = 1 1 一 -Go0 2 一 一 2 
得 : 了 (2) FC3n +1 7 


他 2 
= 1 (ff1 Ts rrp 一 。， 
1 (2) 7 2 ESm 二 工 一 SI+ 1 )]…。 
式 中 co 为 玻 尔 半径 。 
附录 三 8 函 数 


6 函数 不 是 普通 意义 下 的 函数 。 它 可 定义 下 列国 数 的 极 
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0<x<。 CR- 
| 
\0 X De 


G 国 数 即 为 ; G(x) lim Ge(x) 所 以 6 函数 又 可 表 为 ， 


6G(0) = oo0, x 二 0 了 m6(x) = 0 。 显然 lim 9 是 6 函 
数 。 不 难 证 明 6 函数 有 下 述 性 质 
| Cx) dx = 1im [ 14x= 1 lim sinax ,在 x 
hed E20 0 


oo ANN 


= 0 肝 为 ce。 而 在 yx 六 0 时， 141 > 后 要 全 六 小 ， 并 
以 < 的 周期 迅速 振 艺 ， 故 其 积分 的 主要 贡献 是 来 自 id < 


本 人 区 朋 和 人 全 为 1《 因 1| a 


a 


en ae 
的 
人 Kmoaeax= Fo)。 现 证 明 如 下 , 因 


| jx06(02)dx -人 (xz)Clim6。(x)]dx 

一 ~ +0 

= lim 工人 Pooax。 由 中 值 定理 可 得 ， 『 KGx)6Cxydx 
=limf(4e)=/(0), 
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3。 6(-X)=GCOX) f(x)6( x ~ a)=f( a sa); 
BS (ax) =a-16(x); xHx)=0, 6 —a) =, C6(x a) 
+6Cx+a)], 

证 因为 8(- “dx=1， 所 以 | ce(- -sadx 


.一 0 ; 又 天 6(x( 与 6) -x) 在 X= 0 点 外 均 为 零 , 所 以 5( -x) 
=6(%). . 


第 二 的 意思 是 (x)6( x a dx= f(a) 


= f(a)6( x -a dx 。 由 性 质 2 得 [f(x)6( x ~ a ydx 
=f(a)， 由 性 质 1 得 后 一 等 式 。 
第 三 式 及 第 四 式 由 性 质 1 及 2 可 得 ， 从 略 。 
”“ 现 证 明 第 五 式 : 由 定义 得 C(x 一 a (x + a )]=Ci6( x 
— a)+C6 x + a ), Ci= [se wg) da) 
， GE (Cx? 一 Gzyss 


= 得 Cs _L 
人 同 理 得 (> 2 Ta o 
人 “= -0x)。《( 下 证 明 用 了 x&x)= 0 ) 


= =a)cH e+ sf’ 
= -fw)8 dx “(证 毕 ) 
现 再 介绍 一 个 极 重 要 的 6 函数， 区 -| 。 xdx。 首先 
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证 明 它 是 6 函数 ,此 因 吉 -ei*dx = im  eiosaz 


TT emd- 


iaw -1 S 四 
=- 上 上 -lim 了 (e “<-ec ) =limsag 
27 ao 坟 oo 


利用 此 函数 可 得 连续 谱 本 征 函数 的 归 一 化 。 如 ,的 本 征 抑 


i 


=d(oO)。 
HPD** 
数 为 tx = 4e ， 则 有 
1 / 
— (Dp; 一 px) 
过 ye 一 2 h 
fos vp dx= |4| | dx 


= 2xh6( ps — ps ) 


© 
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习 题解 答 


第 一 章 


-可 


， 3 
1-1 证 由 普 朗 吉 公 式 P.dy = 22 人 和 


6 


得 : 
(1) 当 频 率 较 高 、 温 度 较 低 时 e”” /7 准 1。， 故 14(08 /aT 


一 1 )e hr /eT 


3 
这 祥 ，pP,dr = zh e ia7dy， 此 即 维 恩 公 浆 。 


(2) 当 频 率 较 低 、 温 度 较 高 时 PVRT 必 1 ,次 c /To 1 


则 pydv = Sy 。kTdv， 此 即 瑞 利 - 金 斯 公式 。 


1-2 解 频率 v = 对 =5.45Xx10MHz， 一 个 光子 的 能 量 


hy=3.61J]， 央 光子 数 N =3.67 x 10:im-zs-1。 
1-3 解 系统 能 量 为 ht=1.0x103]。 


频率 = 2xVh/m =28.1Hz， 
量子 数 n= kA/hy =5.38 X10 


能 量 政 变 的 百分比 1/n=1。86 x10 7%。 
1-4 解 ” 设 空 腔 为 正方 体 ， 边 长 为 L 。 由 于 在 空 腔 内 的 
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波 是 入 ， 应 满足 条 件 # :Ll fy 二 ]， 2 ， 3 © 所 以 
2L 2L 2L 
fs = 2 ， 同 理 和 = 人， n= 
% A, 3 了 2 pi 
外 02 二 1 和 二 和 4 (+ +.1 ) 
414% 243 42 
2 2 ,2 
= = 人 
=R? 
忆 2L» 


= 2 。 一 组 (ns, ty，ns) 基 为 一 种 振动 方式 ,在 半径 为 


及 的 球体 内 a = 


?1> ) 只 


只 到 正 数 ， 故 上 面 结果 还 应 除 以 8， 即 为 ， Sa 。 


则 在 > 列 ?> +dyv 中 的 振动 方程 数 为 


动 方式 罗 为 


a (bay 5 ) = 


考 岩 到 光子 的 两 个 偏振 态 ， 上 面 结果 还 变 乘 2 ， 故 得 振 


1-5 息 设 散射 前 后 光子 的 频率 分 别 为 Po 和 ?2 ， 电 子 散 


射 后 的 送 度 为 。 


计 能 蔓 守 恒 fo + = 了 + pe /V1 -ve 
fr _ Ey 


官 芭 其 只 全 一 ”cos 有 + pweosg/V 一 巡 /c (x 方向 ) 


[4 [0 


0 = 各 sing - Husing/w1 -wj/cz (y 方 向 》 


其 中 g 是 电子 的 散射 角 。 解 上 面 方程 组 得 


c(i- 1) = ho —cos0) 
Dp »o uc 
期 Ai=cec (+ 一 1 二 drh sins 0 
2 ?20 uc 2 


1-6 证 (1) 如 能 吸收 光子 , 则 静止 电子 吸收 光子 后 的 
动能 为 如 = HUcxIV/1T-w/o -1)》， 则 动量 为 /ce = pc(1 
/w1-uw/cz -1 )。 又 由 动量 守恒 得 


一 |( 1  _ - 1 ) 
V1-v/e Vi-vio 
上 式 解 得 v = c 。 由 于 电子 在 吸收 光子 后 的 速度 不 可 能 
达到 光速 ， 因 此 说 明 静 止 的 自由 电子 如 吸收 光子 则 不 可 能 使 
能 量 守 恒 和 动量 守 便 同时 满足 故 静 止 的 自由 电子 不 能 吸收 
光子 。 | 
(2) 这 里 与 (1) 的 情况 相同 ， 运 动 的 自由 电子 车 吸 收 光 
子 也 不 能 使 能 量 守 恒 和 动量 守恒 同时 满足 。 (计算 过 程 从 
咯 ) 。 
1-7 解 ” 电子 的 轨道 容许 速度 0,。=e?/(2sohn) ; 轨道 半 
径 r, =eoh*/(xhe*)。 代 入 数据 计算 得 
vi=2.18x10ms !; v= 1.09x10ms !; v3=7.28 
x10ms’!ly Wu=5.46x1l0ms !,。 ri=5.3x10 im; 
#2=2.12x10 ms ra=4.77 X10 Vm; r=8.48x10 im, 


1-8 解 ” 电子 所 受 治 仑 兹 力 万 =evB， 由 牛 领 定律 有 evB 
= 届 : ， 由 残 尔 - 索 莫 菲 量子 化 条 件 有 Hor = eBr+ = 地 。 所 
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Ur, = (nh /eB)! ?, 


1-9 解 ”振子 的 摩尔 平均 能 量 = Nohw/(ete/1a7 

-1 )。， 其 中 必 是 阿 伏 侣 德 罗 常数 。 则 摩尔 比 热 

c -2 BE_Nkho: . evo/ir 
"07 pT’ (elo /RT 1 )? 


当 修之 时 ， eho /tT 1 Aeke /AT 9 所 以 C ~ No 


RT 
"e To/27。 当 T> 0 时 ，Co->0。 


1-10 仍 粒子 动量 p = 1( K+2ne kK) 


德 布 罗 意 波长 4 = 2 = he(Ki+2mc KR) 当天 全 ucs 


时 ， 天 +210c2s240c2， 所 以 和 公所 2 下 政 ) 二 当 开 净 200cs 
时 ， 开 +21Hpoc2 久 天， 所 以 4 spce/ 天 。 


1-11 解 =Apc( 开 :二 21ucz 玉 三 二 所 以 
4 =1.22x10-1m。 
1-12 解 ” 电 子 动量 p =h/4=3.31 X10-“*kgms !， 能 
. I 
量 上 = (pic*+ HUict)2=8。19x10-14。 光子 动量 pp = /4 


=3.3.y 10724kgms !， 能 量 E =hc/1=9,93 x10-19]。 


1 -13 解 受热 He 原子 的 平均 能 量 万 = 3hT"， 动量 


万 =V2m 百 =V3LohI 。 德 布 罗 意 波长 4 =h(340hT) 主 


水 将 公式 2dsinag = 天 7 决定 衍射 情况 。 当 dd 与 和 4 有 
守 级 时 衍射 才 是 明显 的 。 令 4=d, 刚 T = (B8408A2) 1 
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三 h*(3u0kd?) 天 = 59.7K, 
1 -14 证 在 一 个 圈 周 上 的 波长 数 为 | R49 ， 由 量子 


2 2 区 2% 公开 
化 条 件 | pods = , 丙 | Puv， = [ moRdp= 人 Rdy。 
2* Rdg 


第 二 章 
2-1 解 在 单位 体积 内 发 现 装 子 的 儿 率 为 |p( x ，y， 
zz )] *, 则 在 ( x，x +dx) 内 发 现 粒子 的 几率 为 
w=| [ts yz) "dydzdd 
2-2 解 在 d=r'singdbdgydr 中 的 几率 为 Wi 2d 洲 ， 
则 在 (7，r+dr ) 的 球 达 中 的 几率 为 


w =| | pcr,0,9) singd0dp Gy. 
2-3 年 由 六 IpCx)]*dx=1 得 
A= Ca sds =( 30/as)¥ 
由 和 Je(z)1*= 0 可 得 站 于 在 *= 必 处 的 几率 最 大 。 


2-4 解 令 归 一 化 泪 函 数 为 (x) = A(1 +ix)/ (1 
十 1X2)。 


(1) 4=([ (1+ix 


2 一 1 
oa 1 Fi dx ) 1- 1/(V 2 


2 : 
n | tv 2x+t1 


MX2 Itl 


工 十 %4 


[和 5 | 轻 - V2x+1 
| 


22 + 2xX+1 


为 一 化 波 函 数 为 (Xx)= (V2x ) #1 +ix)/(1 +iX?), 


(2) 几率 密度 | 罗 (x)| ?= 《V2 7) 1 +Xx2)/(1 + Xx) 其 
图形 如 题解 图 (2-1 ) 


-V2 Va) 
题解 图 ( 2-1 ) 
令 -人 jp(x)| ?= 0 得 极 值 点 为 


X= +(vV? -1 
(3) 当 x= +(WV2 -1 代入 |p(%x)| ?时 得 在 最 易 找到 
-粒子 处 的 几率 WE va - 1 中”s0.27 
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- 3 
2 


则 A= C| we dxy 二 2 
0 
由 于 | 罗 (x,)| ?与 时 间 无 关 ，。 故 在 t= 0 时 刻 归 一 化 
了 ， 以 后 任何 时 刻 都 是 妇 一 化 的 。 
(2) 几率 分 布 函 数 为 
[Vx,1)| ?= 4 x2e 24*, 
2-6 解 设 在 势能 上 加 一 常数 C ， 则 薛 定 请 方程 为 
h?,_, 加 
一 22V Dr,t) tCUG) tCIV r,t) = 让 有 rt。 


没 罗 (ft) = plr)e i( 上 1+C)t/h 代入 上 式 得 定 态 方程 


2 
-ov) tUC(rpr) = EY) 


在 定 态 方程 中 没有 C 出 现 ， 改定 态 解 没有 变化 。 仅 在 


罗 (r 昌 中 多 了 一 项 eriCY ,该 项 在 取 (rsb| ?中 不 出 现 ， 罗 
此 实际 观察 不 到 。 

2-7 人 解 pCiri,r2)| :表示 一 个 粒子 处 于 以 《ri， 0 ， 
921 ) 为 中 心 的 单位 体积 中 面 另 一 粒子 同时 处 于 以 (mr ，0:， 
gz ) 为 中 心 的 单位 体积 中 的 儿 率 。 

含 时 芒 定 请 方程 为 

一 五 HIV rt) 一 . Va ftst) + UC ,TL 


. ， Dr 和 CD 
Cire 其 定语 、 作 分 别 为 两 攻取 站 


策 量 ，LCrira) 是 两 粒子 的 势能 及 相互 作用 势能 。 

2-8 解 (1) 人 了 (xx 有 | ?=u(X)?+o(X)? +2u( XI %) 
cos(2%) | 权 (xit)| > 与 了 无 关 ， 改 描写 的 是 写 态 。 

(2) [WOx,t)| =2u Xx)C1 tcos( El.—E,)t) 
j 罗 (x,t)| :与 上 有 关 。， 故 描写 的 不 是 定 态 。 

(3) jz,H2=4KX)， 故 描写 的 是 定 态 。 


dwer 
d (ys - : sd 
2_9 证 a Wdr = | i ysdr+ | 到 idr, 
将 降 定 主 方 程 in Be = 了? 到 + DGr) 于 代入 上 式 得 
| gzsdr= - 引 | 合 w)* 罗 ,dr 


+ 二 | 2 Rydr= 0 


政史? 到 :dr 与 时 间 无 关 。 其 中 利用 了 百 算 符 的 万 米 性 


f (BV) dr =|v: (dr 。 


2 -10 解 7 = 一 Cv vy") 
=--_ih dd -AD 
= 
2-11 解 j= -vy 


235 


ek 个 


其 中 为 电子 质量 ，e 为 电子 电量 。 


可 


2-12 证 j= -VV Vy p= VV 


-hy (Vv re ) 


人 


VxvY= 


_ih VY 
2 VA 0 
因为 标量 ln( 到/ 严 *) 梯 度 的 旋 度 必 为 零 。 

第 三 音 
3-1 解 (x)=V2/a sin 


/4 9 
(C1) =| " Wi(w)dx = ( i sin "7 )/ae 


40 RI 


(2) 当 ?? 取 人 偶数 时 儿 率 最 大 ， 为 0.25。 


3-2 解 已 知 a =10 rm， 则 
三 、 
也 ,= 6 X207535。 


< ， 当 x0 失 0 


Xa 时 y=Cie~KI*， 其 中 和 = 2 大 一 五 ) /Ni, 0 
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G9 =C3SiRC 开 十 2 ) 其 其 中 六 三 Y ‘24E /ho 
当 边 办 上 乡 的 连续 条 件 有 
Cosing = 0 Casin( Ka +m)= C1 M1 
怕 这 办 上 /的 连续 条 件 有 
CaKcos(Ksa +p)= ~ KiCre Ki 
当面 几 式 可 和 解 得 w= 0 ;tg(Ksa) = ~Ks/K1。 所 
WtsC VonEa/h)= -CE/(Y, -EE))  。 
证 方 劳 双 透射 系数 


3-4 
16KIKS 
D= 0 
- — K2)(eK2* 一 e -Kaa 7 +4K?K 2(eK2° +e™ K2° ) 


其 中 K ,= VB ,Ks = Va- BE) /hr 
当 于 6=2E ,所 以 K1=K;,。 又 Koa 扫 1, 所 以 eK2" 
16 天 1 


cs 风 也 = -一 一 


4K4(1 十 1) 


一 = 工 。 


虹 ” 当 x 之 0 时 ， 因 = < 


X20 时 ， pi=CeiK 2%, 


KER, =2V Er/ , Kr= VE/ 。 


~ 
了 一 


入 = 0 处 ， 太 王 各 ， 师 = 师 。 所 以 4+B=C，K 


IC 1? 一 3 
aD= | =C2K /K+ K2)):, 
一 -二 


- 责 .2= 开 P。 网 透 对 夭 让 五 = | 
4 
将 从 入 汝 = (BVO/V EVE i, 


-2 | Va -E) dx 


3-6 解 透射 几率 D=Doe 了 。 
令 矿 = 天 = 太 + Ae *, 区 得 %= 一 ln E- 了 所 以 
pipe -| Va Ae Ey dx 
洪 中 积分 为 
_ 1 一 证 


& 4 
-2| vou(V ot Ae*—FE)dx 


-22 [VETA -2VE-V, 
~ -1 Vo -E+A 
“BN EE-F 小 . 
3-7 解 洲 振 子 基态 (x)=(a/V nx )$ e-**/: 
几率 密度 (x)= e- 


i 
第 一 激发 态 恕 (x) = (2a/V x ,2 axe-°/? 


pH) = -2C ree 
x 


dy? (Xx) 
令 一 J 一 = 0 得 x= 0， 印 革 杰 几率 几 度 最 大 为 x= 0 


A dC) 
处 。 令 一 J 一 = 0 得 x=1/a， 即 第 一 激发 态 儿 率 密度 最 大 
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为 %*= 1/ 5 处。 


3-8 铸 当 X>>0 时 ， 几 满足 谐振 子 薛 定 雍 方程 '。 因 
此 ， 术 xX 之 0 的 区 域 中 为 满足 条 件 


的 谐振 子 注 函 数 。 当 4 三 奇数 时 ， 几 ,在 x%= 0 处 为 零 ， 因 此 


能 级 为 FE, =hoCn + 2») =1;3，5，。。，2 有 +1，-。 


蕊 FE， =ho(2R + 2 ) ,Ek =0, ], 2 ,ee 


3-9 证 | poyadx = -2 | 202X2 — 1) ee- * dx 
V2m 一 


一 = 10 本 
Mp -™ 
第 -四 章 
2 0 oO’ 
4 一 . 十 2 - 
4-1 解 V Bx + Bay: (1) 
0 _9p. a.009.0, 0 _sing .0 
ax ox’ ao+rgax "8g=coslap po "29 ‘27 
2 -ao.3+38g.38_-sing3+ecosg .8 
ay By 8p 83y 8 op  D 2b 
《3 ) 


净 (2 ;、( 8 ) 西 式 代入 ( 1 ) 式 得 


1 2 
v0 120414110.120 .94,13 


O00° pop p: 30 ~ p Bp? Bp p: oF 
全 并 在 平面 极 和 标 下 ， 二 维 氧 原子 薛 定 泪 方 竹 为 
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Hi (1 8 2 一 
24\p 3ap ”ap -+ 六 大 ) + i Fy. 


4-2 解 1 = 2 时， 全 的 本 征 值 为 KI+1)82= 68a ， 
二 的 可 能 舍 为 0，+，2h。1 = 4 时 ， 站 的 本 征 值 为 


I (f+1)h’:=20n’, 攻 的 可 能 什 为 0， 土 邱 ， 土 2 和， 土 扩 ， 
士 4 全 。 


4-3 解 Yy = WwW3/4rcosb 了 3 = .cos?g。 


YY, = -V18/8r cosOsing ei9, VY& 


= T5coszbsin2f 
87 


当 9= 09， 和 时 ， 了 fo 有 概 大 值 3/4r。 


当 0 = 土 瑟 ， 土 让 时， 了 纪 有 极 大 值 15/32x。 


4-4 解 在 绕 z 轴 转动 的 情况 下 ， 福 当 于 和 作 变 换 0 
一 0， gpg->g 土 g。 则 
Yin(O,p)—>Y 1n(0,9+a) 二 NianPi™ (cos0) 


.einz(p 土 ) 


= 站 (00)e i 


由 于 只 多 了 一 个 ei 因子 ， 并 且 该 因子 对 观 家 没有 影 
才 ， 故 绕 y 轴 转动 是 观察 不 到 的 。 


4-5 解 由 (4-31) 式 ， 莽 态 电子 在 7 过 ao 球 内 的 几 
率 为 到 := to "er-zerr2dr = 1 一 5/ez 必 0。323。 


其 中 =1/ao。。 则 电子 在 7 之 qo 的 球 外 的 几率 为 HY,= 1 
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一 矿 ,=0。.677。 
4 和-6 解 径 向 几率 密度 Xi = Rs, ry Cl 三 多 一 1 )。 


农 极 值 ， 令 “t= 0 ， 即 27Ro1 四 21+2rR*,1= 0 ， 化 区 


y dR Rl 一 dR,1 Rea - 
为 : dr r 0， 或 dp 1; p 2 《 甘 中 必 
= 2r/ne, ) 


R,,.1(p) = Nin_te™? /2p 一 1!L2-1(p) 


如 -io) =( 一 1102 2n—1)! 
所 以 及 io) =(-1)2 4128 一 1)! N_ier212o 1， 则 


Re。 -Rs -(-1)2n-1(021 IN, nl 
dp p 


人 -fp +(n—1)e /2D7 2 
+e™?/2p" = 0 
解 得 p =2n=27r/nao， 所 以 rs =trq。。 
4-7 解 电流 密度 jw = - -ehm lyjn| >。 通过 截面 


Ursing 
da 的 环 电流 元 为 d7 = jodo ， 该 电流 元 在 核 处 的 磁场 为 4B 
_ Losin’6 dl = ~ 如 em , lpiml dr， 
2r 7 


47L 
其 中 心 是 真空 磁 导 率 ，dr=2rrsingdac。 所 以 
= -tehm {.-s pain dr = -tehms 


dau 47n4 


Wr Rdr = [zsaaf (1 + 20+1)7!。 
0 . 


4-< 解 (1) 已 知 企 = 在 ， + 工 :。 则 


八 个 eB 八 
Hy 1 三 Hoyp,rm + 2 Lapatn 


所 以 Enn = Enit+eBim/(24c)。 
(2) 任意 跃迁 时 能 量 的 改变 为 


AE,1, = AF, + Se Am 


由 跃迁 定 则 Am= 0 ， 士 1 的 限制 ， 则 对 同一 A 有 三 
个 AE。ins， 故 原来 的 一 条 谱 线 分 裂 为 三 条 。 


4-9 解 在 势 U = 各 + Br? 下 的 话 定 启 方 程 为 


ER ,2 dR, hl+1) _4 
dt dr (EE- 24r” 全 


+ Br: ]R = 0 


合 L(1+1) + 2 =211 (291/41), VLBIRY = Ansl’) 


+3，, p=V2uBr/h, R=e?/p! up), 则 方程 变 为 


和 


当 纪 为 非 抽 整数 时 ， 有 一 多 项 式 解 。 则 


= VDR2AC2U CAC(nt+l’)+ 3] 


=V SR/CL) [4 二 2 十 MGO) 站 8 


第 五 章 z 
5 -1 证 《1) (r,t) 是 归 一 化 的 ， 印 | “edr=1 
划 [CPp, cp, dr, 
= 人 /wer ,r,t) [cz 
全 eriP'(r /har, ]drdr' 
-| | rr, ,td rdrdr 
=| r,t)dr=1, 


(2) | “Ce*CP,t)PCCP,t)dr, 


2h fw ,Pp eiP*(r -n/n 


‘Wr,t)drdt/dr, 


= (2xrh)-s [fr ,rc-invy’e 


iP -Da 3 


"Wor,t)drdr’ dr 


= 人 "er ye -inv’ (zn) | eiP' (Pr 
dr,)3 双 (rt)drdr/ 


=|{¥*er st CE -iy 6 -rr I ,tdrdr’ 
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- Vr,t) iv) PO, tdr, 


4 _ 网 由 
5 -2 角 氢 原 子 基 态 Wio= (za ) Yc /oo 。 一 维 疆 


© 


性 谐振 子 诗 太 W = (a/V x ,3 e ex2/2 
和 氢 原 子 


7 = vs Wdr=( xas) ile /orsingdOdodr 


只 
-8 
| re 2/ dr= 3a0/2 人 ob M 
网 a 
U = jst(- jdr 

62 

= | e -2r /eo rsingdgdopdr 
Xa3 


-4 | re o dr= 一 6/an 


加 1 和 xyodx = | xe- dx= 0 


谐振 子 % 
Va 
_. ~ :af ~ 。 
Pp -| (CC—h 人 )¥od» = | wo do 
0 T oo 
=0, 


5 Tf) Yar 


= [YH Yr = ET 


了 和 d rr "m1 
说 ;1 Ee) Ed 
Uiy. 


om romp epee em De re 


ee ee 


- 工 “perrpP, 人 mdr 


1k -ee 
= 一 Wr.y,T +UIVdT 
oo i? 
= -| CVD r+ nv Pdr 
= -mv +2T 
而 TD = (CS77) = 了 V， 所 以 D0+ 27 = 0， 从 页 
U=2E, T=-E 


5 -4 逢 本 征 值 方程 ~e* 鹅 -=p 和解 方程 得 


$= Cer-4sinxreos(hcosy) +isin(Chcos2)。 
_ AN 
5-5 解 动量 算 符 已 = - 记 V。 本 征 值 方程 
Ta 一 


_ ， ,O ， 0 
ih 1 oe 一 一 一 CY ,> 
( gx j By +k 加 ) 也 (xy >) 


=PYV(xX,»Y,2) 


人 (ty 2)， 风 一 沁 i 


_ nd 
-Pp -hy Popaly) -ih db 


= ,ps(2z)。 分 别 求解 得 g(x) = Ciei =*/B yy) 


=C, eiPyy/h paz) = CaeiP 2/D 所 以 
W(x,y,2)= Cei(Psx+Pry+ P32)/h = Ceibet/h 


< 会 .~ d ， 
5-6 人 和解 P+x = ih +%, 本 征 值 方程 


.0d 
一 ih +Xy= A 


解 方程 得 9 = Ce 4%/2)/ 及 ， 未 征 值 为 4 。 4 为 任 冲 党 
数 。 1 


《 P +%)Yy = ( P +x)ay=AYy 
八 
以 ( 了 +x) ”的 本 征 值 为 4?。 
5-7 解 (1) P=rxp= -ihrxy 


有 


线性 性 LCays+Bys) = -ihrx VCapi+ By,) 
=aLyi+pTy, 
尼 米 性 : 们 Pear = -infyerx vedr, 其 中 


人 war 


UI 


i [veo .9 
ih|s (y3 ay )ypdr 


-i {feyavaxdy — [wzdydxdz 


-iht [Ee | -fvyayr dxdy -fc 2p"yY i- 
-av jdxdz} 

= -ih( -| year+| :Jar 
[过 Ye 


= [cEy ypdr 
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个 


司 斑 [orbswdr = | bppar, [fsdr = | Lipyryar, 
所 以 ps Zpdr = pC Lp)*ydr。 识 二 是 绕 性 局 米 算 符 。 
(2) 线性 性 ， xP, Capi + Pys) = oxP p+ BrP 。 
已 米 性 ，|wexB.wax= -ih jwrxdy 
= ihcyr yp| -ac 
=ih rpdx + | (Byrd 
| Ppryds 
所 以 ，xP. 是 线性 算 待 ， 但 不 是 厄 米 算 符 。 
5 - 8 证 ， 设 办 为 全 的 本 征 函 数 ， 即 Qy; = qi 。Q 是 
后 米 算 待 ，9; 是 本 征 值 
| Wowdr=oi pidrt 
-| Qy yidr = «| yepidr 
斯 以 ca -qi pPpidr=0。 由 于 4; 一 9 六 0 ， 所 以 人 ppidr 


= 0， 邯 认 与 分 正 交 。 当 有 值 关 时。 对 一 个 本 征 信 有 多 个 本 
征 函 数 。 不 同 本 征 值 的 态 是 正 交 的 。 但 本 征 信 相 同 的 态 不 一 ， 
定 正 变 。 有 人 入 并 时 的 波 函 数 用 办 表示 ， 一 组 完整 的 Wim 可 以 


攀 成 男 一 组 1， 即 pu! = 访 Coyin ， 只 要 适当 选取 系数 


ns 就 可 使 得 ;i! 在 不 同 的 人 之 间 是 两 两 正 交 的 。 
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 、 全 dg d 
5-9 证 Cx,P.]y= -ih cx- fp) =ihy. 所 议 


Cx,P.I=ih 
Ck, by=(yPs -zpP,)(zP, ~xP,) 
-—(zP, ~xP,.)(yP,—zP,) 
= yP,.zP, ~ zP,.yP; + zP,xP, ~ xP,zP, 
= y(zP, ~ih)P,. ~zP,.yP, + 2zP,xP, 
-x(zP, -i )P, 
=ihi(xP, ~ yp.) =ihf 


ch, bo 


八 八 八 个 八 仆 八 个 个 
= CL. L, LI = LC +fL, Lj*L 
一 -到 
八 八 
=- Ch, by +L, ch, b+cL,, 2 Ly 
+[h,, LL 
仆仆 八 八 
= -ihb,L, +ihD,L, 一 记忆 27 + ihL,L:= 0 
Cy, P= -in[ yo cy ] 


_ d _, dd _dy 
ih( ys ax dx) ~ 
5 -10 解 ” 设 第 一 个 和 第 二 个 电子 的 定位 区 域 的 线 度 分 - 


别 为 r1 在 rs 。 册 测 不 准 关系 ， "电子 的 动量 为 Pi 一 号 ， 书 s 
oe - 所 


所 以 动能 的 数量 级 为 2 (+ 二-) 。 
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电子 与 电荷 为 Ze 的 核 之 问 的 相互 作用 能 为 一 Ze" (了 


2 
+ ) 。 而 电子 之 间 的 相互 作用 能 大 至 为 9。 。 则 总 能 量 
Li rit+r;, 
约 沪 
-HI 1 YY _zefl:! © 
人 


当 r =72=?/Cha*(Z -1/4)] 时 。 总 能 量 有 袜 小 值 。 故 


5-11 解 Ax=x -=X=a，AP=P-P=P, 所 以 
AxAP=xP~h/2, P~h/2x=h/20。 
则 零点 能 妃 = Pz/24~ 人 2/84Ua。 


5-12 证 没 加 是 从 的 本 征 函 数 ， 即 全 =f ,9s， 当 f。 
PGy,= GF yy, =Gf,p, = Gy 
即 全 /也 是 全 的 本 征 函 数 。 因 此 个 Y, 与 ,只 关 一 常数 ， 


即 合 y ,= gp。 。 放 4 也 是 个 的 本 征 函 数 。 所 以 公 与 全 有 共 周 
本 征 函 数 。 


在 有 简 并 的 情况 下 ， 个 的 本 征 函数 为 gm ， 同样 GW 
也 是 全 的 本 征 函数 ， 因 此 Gy = 》) gioysi。 其 中 gin 


-| 人 Gyndr。 如 令 %= 了 Copsn， 可 以 证 明 ， 只 要 笑 


当选 取 C。， 则 乡 即 是 合 的 本 征 函 数 。 因 此 ， 人 与 个 有 共同 
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药 本 征 函 数组 。 

5 -13 证 ”由 对 易 关系 CL，L] = ib 亿 .得 
六 = (LL, -LL,)/in 
E=|YYLY.ndg 


= /Yh Yn - [Ys LbY..dn ] 


= 击 [ma | 7 和 人 ,ndD - za 人 5Z.7 nd9] 


个 
= 0 
而 由 对 易 关 系 cL,, L.) = inh, 可 LE = 0 。 


5 -14 证 由 题 有 ih = 5 个， 仑 ] ， 两 边 取 绝对 全 


生 |59， 人 | = hg 。 又 血 测 不 准 关系 AEAO 
>>3 | 59， 提 | 。 所 以 AEAQ> 3 .dR 。 和 全 At 


AN 


= AQ/-9 和 ， 则 AtAE>>h/2 。At 是 体系 演变 本 身 芍 特征 时 

间 。 

“5-15 解 下 在 坐标 表象 中 为 《xj 个 | sy)=raCr-m )。 

在 动量 表象 为 - | 
《p rl py 
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-||#s Ix 二 三 4| "| Xx! ><x’| p>drdr’ 
= (2xh)™ 中 eiP. "/h rGCT 一 T/ JeiP "W/E grdrr 
=(2xh) 3 f ei(P’ ~ P)r/3adr 


= - 锯 VwcCanhy- 耻 ei(P’ 一 P) ra oar 
= -iay,6(P' -P)。 
5 -16 证 利用 和 算 符 的 尼 米 性 


Sv liy> 
-2SW Bip> + < 中 下 34 全 + < oi > 
-E23yy>+<yl > 
= < 是 给 用 > 


第 六 章 
6-1 解 在 z 轴 上 的 平均 什 为 h/2， 则 在 z/ 轴 上 的 平 
均值 为 Ss/ = 2 cosg。 设 S ,的 波 函 数 为 Y/ ， 将 X/ 用 1/ 和 


X_11 2 展开 
X! = CAH/s +CMX_ is 
由 盟 一 化 条 件 Ci+ Ci= ,= cz Ci -和 
:0 和 1 2= 19 及 w= C1 六 CE 本 Cos 


可 解 得 CY=cos*(9/2)，Ci=sin*(0/2) 。C? 为 沿 z/ 


和 /2 的 几率 ，C 为 取 ~-/2 的 儿 阐 。 


入 入 入 
一 0s0y = 2i0,， 宁 9; 分 


仆仆 
6-2 证 由 (06-4) 式 有 cy- 
别 和 渤 行 左权 和 右 乘 得. 


下 个 个 个 个 个 


Os ~ Oy0; “0: Os 


两 式 相 加 得 OO, OO。 =0。 由 S= > 入 : 


八 人 
+S,0,= 0 0 而 


6-3 解 已 和 0.=(8 9%), 人 os(2 3 


ccor = -cx 得 (人 4)=( 必 4) 所 以 a = 了 = 0。 让 
A hme a (a 


= 1。 所 以 四 ?= 1 ，6 =elC。 a 为 一 实数 。 


~ 人 i8 人 人 
同型 0, = (“ip“。) 。 再 利用 0.0 = 一 oo. 旬 


了 
E24 


2 ooo 习惯 上 取 a= 0， B= -7 则 得 
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范 自 旋 取 


h a . 

-2 (8). 

280.=3 (3 ON(E)=3(4), w(2)=(5). 
所 以 6 = 0 ， 由 内 一 化 条 件 (a*, 0 (9)= lal*=1。 取 a 
= 二 1， 族 

Xs=(2). 同 理 可 得 X12= (7 )。 

6-5 证 设 二 维 矩 库 4 与 人 的 三 个 分 量 均 反 对 易 ， 即 
0 04 4 办 = -下 4，49 4。 以 分 有 亲 以 
落 一 臣 得 40.0; = -OA0;， 利 用 名 0 = ii 和 第 二 、 第 三 


得 iAgs= -0o.Aoy=0,.0,A=io,A = -id4o。。 


六 


所 以 4= 一 4， 故 A4=0， 郑 4 不 存在 。 
6 -6 解 在 S: 表 梨 中 ，$S, = 了 (9 下 )。 设 人 的 床 征 
名 » yy 2 1 0 o A 
台 部 为 11。 = (名 )， 满 足 本 征 值 方程 
一 一 一 一 一 一 


2 (1 3)(2)= (2), Fa +tid-0, io-b 


=0， 所 类 滞后 a( 1 )， 归 一 化 得 Xiys = J i ). 


同 理 Xy_1/, =- 1 i 9 
(1) 
6-7 解 在 S, 表 象 中 ，S, 的 本 征 函 数 为 XY.1/， 
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(Re (和 相应 的 本 征 信 为 二 2。 


测 得 平均 信 为 (1 0)5.(]) = 0 。 测 得 土 2 的 几率 分 别 


为 由 ，= 2 (3) =12, Ww 二 30 -D8 


= 1/2。 


6-8 解 费 米子 系统 波 函 数 应 为 交换 反对 称 的 ， 故 此 
系统 所 有 可 能 的 波 函 数 为 


$s = -1Cylrpal rs) —b mr 
V2 

pis = 工 Cyri) slr2) — BiCr2 pa Cr1)] 
2 | 


ps = i Chal Tia rs) — pura) bar) 
V2 


6-9 解 在 势 U(r)- 一 如 + 六 下 的 定 态 径 向 方程 
1 d oR ) 2U B_A -HD]R 
了 2 (rr dr + (EE + + 六 ) - je 


= 0 


仿 B=e’， 2 +1(1+1)=1(17 +1)， 则 上 式 变 成 普通 氢 原 


子 的 径 向 方程 能 级 为 上 ,= 一 Ke/(2h3m?)。 其 中 1% = 和 十 
+1]。 而 全 可 由 中 条 + +1) 解 出 ;因此 
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E=-— -全 (Pr 10) 


-2 


By 
6-10 解 寺 沈 层 固 定 的 一 个 忆 电 子 吉 = 0， 土 1 ,3s 


三 土 1/2 。 因 此 有 2 x 3 = 6 个 态 。 则 对 不 同 壳 层 的 两 个 pg 
电子 有 6 x 6 =36 个 态 。 


对 同 克 层 的 p 电 子 ， 由 于 要 考虑 泡 利 原理 的 限制 ， 故 只 
有 5+4+3+2+1=15 个 态 。 


6-11 解 Au 的 电子 壳 层 结构 为 
1S228?2 p83Dp44S23d104D64d105S25 pe4 F145c106S1。 

第 七 章 
7-1 证 


在 一 级 近似 下 ， 由 归 一 化 条 件 


[veyar =J om + AP' YD )*r Wo +Ap' dr 


二 了 +AC ype dr + fy orpenar) + 0(42) 


即 要 求 J ypedr epewrodr= 0 


将 人 ?= 多 6 和 多 和 = > a 名 名 代入 得 gay 
内 


0 。 所 以 a5) 为 纯 庶 数 。 令 a 5D=iy( 为 实数 )， 则 


/ 
pa= AOApBO+A DD a yi +oCh) 
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~ gor of ye ] +0ct) 


eihy 是 一 个 无 关 紧 要 的 相 因子 ， 可 以 略 去 , 故 取 ?= 0y 
即 a‘ =0，。 
在 二 级 近似 下 ， 由 归 一 化 条 伯 


| pdr + fy Wodr+ yy dr= 0 


间 / 类 
即 a 十 a 2 + > a a SGms = 0 。 故 as* 可 取 实数 


《本 则 产生 一 个 不 关 紧 要 的 相 因 子 ) ， 医 此 


a = 0 CY _1 ;> ae: 
=-15 ‘ LT 
”2 


ni (EW -一 Em )? ° 
7-2 解 将 可 上 遇 场 产生 的 劳 能 作为 微 护 ， 即 
= qxe。 则 Em= | wo aexygodx= 0。 而 


EY = DIY/ EY Es) 


4 
时 


*/ 


2 -2 
人， > ll pV xp dx / 人 
全 一 1 


= -ge */(20°hw) 


= ~ ge ?/(2K) (a= Vuw/h y 
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其 中 利用 了 万 米 多 项 式 的 正 交 性 及 递 推 关系 
io = [LV ry peg ] /as 
7 -8 智 在 球 内 六 明 为 -Zer (3 全,)/R， 
此 敏 抗 势 能 为 
和 r <R 
k= 0 7 >R 
基态 的 一 级 能 量 修正 为 
Em = | "fldr 


Ze2fR 3R?~r? 1 yr js 
-a 


注意 到 ， 玲 一 10-tcm， a =0.59x10 cm, 所 以 一 一 


hy 一 12 加 _ 
一 2 2X10 10-4， 玫 er2r1ow 1。 因 此 近似 有 


& 0.59x10 
_ 4Zer[®, {13R*-r) 1 2ZeR? 
|r (SR ) 
7-4 解 设 两 筷 原 子 核 闽 的 距离 为 尺 ， 并 取 两 原子 核 
的 连 线 为 > 办。 第 一 个 原子 44 中 的 电子 坐标 为 (Xi，yi，20)9 
第 二 个 原子 如 中 电子 的 坐标 为 (xs，yay 2Z2) 。 则 两 原子 间 的 
相互 作用 能 为 


h=e: (LD+- li- 1 _ 1 ) 
R 人 2 TA ?Bl 


其 中 riz= [CX 一 X20)? 十 (好 一 ga) 十 《24 一 22)2112 3 


全.42 


= [入 十 姑 +( 尼 二 加)910 rm [只 二 好 + 一 及 2。 
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由 于 RX % YY Z1，Z2，。 利 用 公式 (1 +e)-112 久 1 
~e/2，(e< 妇 1) 得 

- 1 1 
Tig 让 C1 


CC% ~ 2)? + Cy —y2)" — (21 2) —2R(2, -2, ) ] 
2R? 


1- 注 + 得 一 引 12Rz 
be) 


1 1 和 十 y? 27 —2R2 
了 了 忆 1 2R: ] 


因 这 上 = i + yy 一 2212,])， 设 系 统 波 函 数 为 
p12)= pa(1)ya(2) 


一 级 微 就 能 量 E = 好 (1,2)hy,(1,2)dridts= 0 。 二 级 


微 白 能 量 E= 六 ”hl2/ (本 8- Ea )。 其 中 


Li 


ha -| PE ,2)hp1(1,2) dr dr, 


2 
= | p12) LX Xs + Yiys — 22122p1(1 ,2)dridt, 
所 以 E32cc1/Rs， 则 玉 = 一 Ee x1/R' 


7-5 解 两 电子 间 的 排斥 势能 U = es/r, = ea/ In 
一 ri。 不 考虑 [时 所 原子 基态 为 goo(r)ygioo(r)， 基态 能 量 
为 五 "= 一 Z?e?/Ja。 一 级 能 量 修正 为 
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Et -| Pio ) 4) 一 


par) bor)dridr,, 
其 中 办 oo= (ZI/ra?)! Ye 2" 人 ?是 是 类 所 子 基态 ， 则 
五 CD - ae ) 1 


Anas 


oe-22(ritr,)/a 


六 12 


所 rtsin0idodpdr 人 r2sing,d0,dgp, dr, 


让 x) 2 ”4rridr 


1 oe~2zr /oe . 4nridr Jar 
Ty» rl 


I! 


= 4 [县 -crs + 有 a )e 2219] 


所 以 上 = 中 +t 局 = (一 Z?+52/8)e?/Ja， 对 氮 愿 子 则 所 
= -1le2/(4a)。 
7-6 解 


设 氨 原子 处 于 均匀 磁场 中 ， 磁场 沿 z 轴 方 
向 ， 则 -4 = 


-By/2, A; = BX/2, 4z= 0 。 则 
1 分 _ eB eB 
= 2[(F. 2ec ce 


-n+ + 


) * ?3 ] 


(202 +y? ) ] +U(r) 
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入 
-£8 ,+ Brzsin’g 
20C 8uc” 


Em=| pm pr imdT 


_eBhm , e 2 B2 Jas "dr [7? Tsinsgdbdop 
2Lc gc® 
2 
= Bm 十 人 eB 7 ri 。sin20 
"2c 8uc ， 


其 中 =amCon:+ 1 -3KI + 1 )]/2，sin 呆 = 1 cos 区 


=2(1+ 1 +m -1)/(21+3)(21 -1) 


故 氢 原 子 磁 矩 为 
8EGD ehm_ eB ~ 
MB 3 si 。 


其 中 一 em/(2Uc) 是 氧 原子 的 永久 磁 矩 ， 由 电子 的 环绕 
电流 产生 。 一 [eB/(4kc')Jrisin 四 为 抗 磁 盾 。 
第 八 章 
8-1 解 由 热力 学 几率 公式 得 砂 


-1m)1) 


= NI/LnI(N 


一 1547 1 


ln = InN! -lom! 一 In(CV 


应 用 斯 特 宁 公式 ， 并 对 mm 求 导 得 
dd jn 1nCN-m) -lnm 
dm 


仿 和 ia-=0 得 m=N/2。 
dm . 
8-2 解 由 耻 一 BB 分 布 N;= gie 用 CS » 把 五 = 10， 


Na=e ”ps Ns=e “0 


2 ,2e 分 别 代 入 上 式 得 NN1=e 
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令 x=e-p*， 则 由 粒子 数 守恒 和 能 量 守恒 得 
Nit+Nix+Nx:= 3000 
Ni0+Niex+2N,ex’= 3000e 
短 上 面 方程 得 x*= 1 。 因为 6 8:>0 ， 所 以 取 X. 的 正 
值 。 从 而 得 Ni= Ns,= Ns=1000。 

8-3 解 把 每 个 分 子 看 成 自由 粒子 ， 动 量 为 P= 和 hk。 
由 驻 波 条 件 可 得 已 。 = Rs = 2nB/4s = nxh/L， 同 样 Py 
=t,xh/ 上 ，Ps=nexh/ 上 LL。P, 和 nn, 是 一 一 对 应 的 ， 且 相 邻 的 
两 个 8, 之 莽 为 1。 因 此 在 P 到 P+dPs 内 可 能 的 P 的 数目 为 
dns=(L/nh)dP。， 同 样 dx, = (L/xhi)dP,，dn, = (L 
/nh )d4P。。 由 于 量子 态 数 只 取 正 入 ， 故 实 际 结果 应 在 上 面 的 
每 式 中 再 除 2 ， 则 在 P 到 P+dP 内 自由 粒子 的 量子 态 数 为 


了 dnsdnydns = (ZL/2r6)sdP.dP,dP。 


=(V/R)dP.dP,ydP, 


在 已 到 己 +dP 的 球 这 中 的 量子 态 数 为 (4xV /下 )P*dP ， 将 区 
=P:/24 代 入 得 巨 到 万 +d 巨 间 的 量子 态 数 
P(E)dE = 2 (2p)* 1 VEdE 


则 态 密 度 oCE)= (2z 矿 /ja)(20)202wY 五 。 由 ( 8 -20 ) 式 有 
Z = [ptEyeerd E 
0 - 
=2nV (2p/h)3 人 | Ee (:rdF 
oo 
令 E /RT = 和 | er 1sTdE = CT 2X26-*2dxX 
0 0 


= wzj4 (8T)312。 所 以 Z= 玉 (2rURT AN 
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8-4 解 由 上 症 所 得 2 及 (8-19) 式 得 
dN=4V 2xN(2xkT) 3/? VE eTE/TdE 
了 动 粒子 的 动能 为 如 = 也 to dE =Jvdv， 则 


dN= 4rN (2 ) /2 v2e-hr2 /2h7dy 


3h 
所 以 f(v)= aN - = 4n(p/2xhT)* /vie-ro*/247 即 是 麦克 斯 
过 速率 分 布 率 。 

8-5 证 P= -NF- -N-B WP (DME/N) 


-5 aE 

< Nyy 

_ -BE,/kTOF, 
= ~ (N/Z) > gie 5 
9 \ -E,/ET 
= (NET/Z) 7 之 gie | 


= (NET/Z) = NET aln2 


对 理想 气体 ， 由 ( 8- 38 ) 题 有 Z = 信 (2xpkT/ 如 ) 人 ?得 
PV = NRT。 

8-6 证 EE= DS NE=N/2) SB aas/ 
-天 /AT 
= (NAT72/Z) 二 之 gie 
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- 92 。NhTaaln2 
= (NET/Z) a7 NET 37 


对 理想 气体 ， 由 (8 - 3 ) 是 结果 则 得 已 = NAT7。 


第 九 章 

9 -1 解 由 万 - 妃 分 布 画 教 /=1/(e'' 人 /kT +41) 
及 自由 电子 态 密度 2p(EE)= 4nVC24/h)*/2VE，( 见 (8 
- 3) 题 ， 其 中 乘 2 是 考虑 了 电子 的 自 旋 )。 则 在 百 到 媚 + d 忆 
间 的 电子 数 为 


VEdE 


_ 24 312 
dN= 4zF (六 EB RT 


在 非 相对 论 的 情况 下 ， 忆 = = 坟 Lv。 则 


vdo 
dN= gay (4 ) G 1 py 
所 


9 -2 解 在 了 =0 民 时 ， 瑟 一 姜 分 布 为 
dN= 4nV (QH) VEdE (E<E') 
把 区 = -hv? 代 入 上 式 得 
dN = gaV (4/h)v*dv 
能 量 从 霍 到 瑟 ? 对 应 的 速率 为 0 -vmoxs 则 平均 速率 为 
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对 于 已 ?= 5eV, y= nos 二 QE =9.9 


X105ms i 
9-3 解 设 电子 均匀 分 布 。 单 位 时 间 速 度 在 口 到 了 
+ du 范围 内 的 射 在 单位 面积 的 电子 数 为 
dT =PdN 


dN .VaP App 
po -ED/RT 
e + 1 


其 中 (Vf/h*)dP,dP， dP: 是 在 P 到 P+ dP 内 的 量子 态 数 《〈 见习 


1 (了 pa。 _E/)/ET 
题 ( 8 -3)) ,由 于 也 HB 一 巨 j 沁 Rk 了 ,所 以 e 


之 1。 所 以 
-Su -E/ET 
dN = 2(4/h) se dvu,dv,dv, 
则 在 单位 时 间 内 。 从 金属 表面 飞 出 的 电子 数 为 
Ho 
2 eE kT(™ “3pT 
T >, 二 2 1/ Vow e 2R7 udo。 
上 (0 + v2) 
/|e -~ 2kT doydv, 
(lz _ 
_ p(kTY? 。 (Fs Ej,)/ET 
” 27 站 °. 
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9 -4 证 E=ho=hck=he. (2x/T)V n+ + 


= A/V!1’, 其 中 A= je 1 二 十 482 9 V1 = LL, 而 > 


= - 巨 /(3V)。 所 以 
“ 加 DEF，_ 
p= > Ni 9 = (1/37) 之 VE， 


=U/(3V )= WA(3 太 )。 
9-5 解 在 固体 空 腔 内 的 黑体 辐射 可 用 光子 来 描述 。 
当 与 外 界 在 能 量 交换 上 达到 平衡 时 ， 其 中 光子 满足 万 -已 分 
寄 ， 风 空 腔 内 光子 的 能 量 在 忆 到 忆 +d 巨 内 的 光子 数 为 


dN=f(E)P(EJIE =P EVIE 


CE/kT— 1 
由 于 光子 系统 中 光子 数 不 守 恒 ， 妈 之 Ti = N 不 存在 ， 


故 由 该 条 件 引入 的 常数 xc 也 不 存在 。P( 已 )d 瑟 是 光子 的 量子 
态 数 ， 由 五 = 凶 代 入 上 式 得 
dN = DC)dy 


~ ehv/aT 1 
其 中 plv)dv=p(E)dE= (8nyV/ecs)v?dv，( 见 题 1-4 或 
8-3 ) 。 则 


dN -= Sa v2dy 


”eT 二 
在 频率 到 v + dv 范围 内 的 能 量 为 mdN， 所 以 


eT = SN - 8 hb o 


dy ~ cs emir 1 


265 


9-6 解 在 体积 矿 内 ， 准 粒子 的 动量 在 已 到 已 + d 尸 范 
围 内 的 量子 态 数 为 4r 广 P2zdP/ 有 = drrpsdh/(2r)s( 见 习题 
8-3 )， 用 色散 关系 = Ak" 代 入 得 频率 在 @ 到 w+ do 范 转 
内 的 量子 态 数 为 pC@)d@ = 太 olf2dao/ (adrA2),， (oo 
芝 @。)，@。 是 最 高 频率 。 按 B- 忆 分 布 ,《 由 于 准 粒子 总 数 不 守 
恒 ， 所 以 & = 0 )， 每 一 量子 态 中 的 平均 粒子 数 为 F(w ) 
=1/(e 训 4 -1 )。 所 以 在 0 到 @。. 内 准 粒子 的 能 量 为 


v= ho [pto)da 
0 


eo /AT — 


V Ws how?/do 


A As 0 eho /aT 一 1 


令 x =hw/kT, 当 温 度 较 低 时 9 ,= 39: >。 


_ VVh ET NS/? (x?/2dx 
风 U= 472.43 02 ( fh ) | 86 一 
= 常数 xT5 


因而 C。 = (全 ) = 常数 xT20mTa12。 


第 十 章 


10-1 解 ，(1) 为 复式 唱 烙 ; (2) 长 方 晶 胞 可 取 面 心 结 
构 ;，(38》 原 胞 为 菱形 ，(C4》 基 元 均 取 db-4p 型 。 

10-2 解 : (1) 格 点 位 矢 为 Rs =nmi+nij+nak ， 则 n; 全 
为 偶数 的 格 点 形成 边 长 为 2 的 简 立 方 。 车 向 =m=ns， 则 
R= i +j+k， 位 于 简 立 方 的 体 心 位 置 ， 该 点 没 三 晶 四 向 
平移 2 的 整数 倍 就 得 到 ;全 为 奇数 的 格 点 ， 这 些 点 都 处 于 上 
述 一 系列 简 立 方 的 体 心 位 置 。 因此 最 终 构成 体 心 立方 最 
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将。 

(2) 车 tl, 全 为 偶数 、 显 然 和 亦 为 偶数 。 并 构成 简 立 方 岂 
格 。 此 外 ?2; 不 全 为 偶数 而 和 为 偶数 的 格 点 ， 如 110 、101、 
011 显 然 处 于 这 些 简 立 方 的 面 心 位 置 ， 而 其 它 的 1m; 不 全 为 偶 
数 但 和 为 偶数 的 交点 又 都 可 通过 这 三 点 没 坐 标 轴 平 移 2 的 整 
效 们 得到 ， 因 此 最 终 构 成 面 心 立 方 蝇 将 。 

10- 3 证 明 ， 体 心 立 方 晶 格 原 胞 的 基 夭 分 别 为 & 
= 9 Cirj+tk),n= $i +j-k), c= 9 (itj-k), 


体积 为 
V=a.(bxc) 


= ++ Cj x (~i+j ky} 
_a3 Citirk i ok 0 

= {tjtk).(2j +2 ) = 

面 心 立 方 晶 格 原 胞 基 矢 分 别 为 a = 人 (一 +k ) ，b 
= 2 (j +k)， c= 2《-i+j)， 体 积 为 

y=a(bx oe) {Citk) C+k) i+ 
a3 。 站 G3 
-4{(C-i+k)(-i-J+k) = 
gt i++k) (一 一 +) 了。 


10-4 解 : 由 u(r) = 一 +， nn =2, m=10 
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dy he = 0 = .2， 或 5 = ars， 将 一 4(ro》 


= 4eV 和 r。= 3A 代 入 后 得 
日 = 二 2 r= 5.90x104eV «A 

= 5,。90x10 eV,.m!? 

a=r;L b 
i 


(70)] = -ubro) 上 


=4,.5xX10 leV .m’ . 
10-5 证 明 ; 自 U(r)=(-%+B) RV -ANr, 
. 2 rr"” rr 


yt 


a _aU 2 -了 (和 mp ) 。 了 上 
a oar +1 3N Ar’ 


( 颖 ) = (oh 
3 如 BN a (2 (A 


-A ] }, 


2 
二 一 全 -2 _ +- 
Fo rr 


Fp ] 
ro 


20& 


9 973 一 
故 k=Vo (0), - ol 听 
16 证明 ,由 名 -| = 0， 由 (10-5 ) 式 得 
MmNB Nae _ 1 
0 Aneort 
即 ri! 一 heoB 
ge 
上 式 可 与 为 =- s~!1 ， 放 结合 能 , 
0 (1 ) 


1C-7 解 ， 毛 原 子 基 沪 波 函 数 是 已 归 一 化 了 的 ， 因 此 
有 | visdr = wd = psd = ordre= 1 


| $idridr, = cr 好 oadridt, 
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+ 人 ps p31dridr, -2| fa spadridr, ] 
= 2C2C1 -SJ= 1 


其 中 S = 人 1$ B18 .42 gp2dT1 dT 


= 1 
帮 C7 5 
mi A 1 
间 理 可 得 C= SF © 


10- 8 解 ; 由 归 一 化 条 件 可 得 
far- c2+as+aos=1 


国立 方 体 四 个 不 相 邻 顶 角 方 向 分 别 为 C1，1，1]， 
[L-1，-1，1l1] Cl, -1, -13 [=-1， 1 ,~1), 
因而 四 组 系数 (as Gy 9 az ) 必须 与 这 些 方向 矢量 成 正比 ， 
苑 有 


02= 03= a? 


区 介 四 组 系 效 为 (2 ，. 1) ， (- 二 ,- 工 ， 


10-9 解 ， 由 归 一 化 条 件 得 
270 


[gar= br+er= 1 


对 于 1 = Ll(p, 二 py 十 pa) 和 如 = ppPyt+ Da)y 
V3 3 
由 正 交 条 件 得 


他 4dr 


we 


2 
= Jarsrar 十 记 (Pp. + Py + ps) (— Pp ~ py + pi) dr 


$1 = 3 (S + ;+ py + pz) 
同 理 ， 可 求 得 其 它 几 个 上 注 函数 出 = 了 CS 一 ps 一 py + ps )” 
$s = 2 (S + ps- py ~ D:), $= 5 (S —p;+p;— ps)o 


第 十 一 章 
11-1 解 将 Xo(t) = 0 代入 下 式 
Xs (ft) = CAie (RY0+91) + Me i Rnarp) eiot 
QO 
得 4 = 一 A,， P1= re 因 相 角 相 等 可 取 21=p:=10， 上 式 的 
实数 部 分 可 写 为 
Xn (f) = 2A1s,nknasinot @ 
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代表 一 个 驻 波 。 将 四 式 代 入 (11-1 ) 式 后 可 得 色散 关系 
:sim (* “| 

与 行 波 解 结果 相同 。 因 解 为 二 行 波 线性 组 合 ， 其 第 一 布 里 渊 

区 为 将 Yv(t) = 0 代入 回 式 ， 和 但 sinhNe=0 ， 


即 眼 = - Vo? Eq=1, 2， 3,°%%,(N—1), 即 手动 模式 
二 


、 、 M .. , 
11-2 证 明 ; (1) 因 M 污 m， yn (ki, 


oo {Cm+M) 二 [re2 + MM? 


+2mM eos (2ka) /2} 
_ 
= tM) { 1 +[1 


yin C0) 1 } 
,| a4 = 2f m+ 《ne } 
= sin’ (ka) 
罗 o_= V 了 lsin(ka)] ， oy (1 
+ Eh he) ) 


(2) R= ty sinka= 1 ， 则 
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02 = {m+ M) tC(m+M)— tmM)! 2} 


= {mt M) + CM -mm)}= 2 或 对 


第 一 个 解 表 示 质 量 为 m 的 轻 原 子 振动 ， 质 量 为 1 狼 重 原子 静 
止 ， 图 频率 仅 与 mm 有关， 对 应 于 光 频 支 ， 第 二 个 解 对 应 于 元 
频 支 ， 为 所 有 重 原子 振动 ， 轻 原子 静止 。 

(3) Mm， 色 散 关系 变 为 


人 
邯 单 原子 链 色 散 关 系 。 
11-3 人 解 . 因 w, = Acxpi(kna 一 Qt) ， 第 nn 个 原子 的 动 


me = ~i@mA expi(kna — wt) 


应 用 周期 性 边界 条件， 有 = 9 ，g 为 整数 ， 对 原子 动量 
求 和 ， 得 原子 链 总 动量 为 


~N | 
Ph = -iwmAe ot > eikna 


n=1 


N 
= 一 iomde ot 之 exp(2x 1 > 
-i@t { _ 工 -Exp(2rid) -= 

1 OmAe 1 一 exp(2rig/N) 0 


(9 六 0 ) 
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当 q = 0 (kh = 0 ) 时 ， 由 于 所 有 原子 以 速度 -io4 运 动因 
而 已 (0) 恰好 是 整个 链 以 此 速度 运动 的 动量 。 


11-4 解 ，(1) wyno: = Mm = 6.70xl02Hz 


Drmin -VY = 5.99x1013Hz 


(2) WO_max -VY = 3。00 x 10'3Hz 


(3) hoOynes =4.41 X10 ?eV 
ho rmin= 3.95xX10 ?eV 
ho_nos =1.97X 10 ?ey 


(4) 由 之 % 之 = 1 -可 得 <n_nos>= 0。873。 


eho /AD 一 


11-5 证 明 : 纵波 的 总 能 量 就 是 原子 总 能 曹 之 和 。 第 ? 
个 原子 动能 为 上 mp") ， 与 第 m+ 工 原子 的 互 作用 势能 


为 了 (us -usw1)*， 并 属 二 原子 共有 ， 风 波 的 总 能 量 为 


E-3mD () + 1 之 多 — Xnr1)” 


将 ws 的 表达 式 代 入 上 式 ， 化 俏 后 得 
E= ; mo’A’ > Sin2z( Or — kna) 


n 


工 42 ， 2 一 ka Si 2 Rka 
+ 14 之 sin [of — (2n+1) 2 "sin 5 
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因 积 分 天 | sinxof -wdt = 1 得 
7 2 
E= I mo:AN + 3 fA -coska)N 


其 中 机 为 总 原子 数 ，7 = 2 代表 周期 。 每 个 原子 的 时 间 平均 


总 能 量 为 
= mo 十 2 7G1 ~— coska)A’ 
利用 色散 关系 oz= 21(1 -cosha)， 可 得 


一 mo + 3; mw? A? = Fm 


11-6 解 : 因 有 空间 -下 -长 度 内 只 能 取 NN 个 值 ，dk 问 


所 内 的 振动 模 数 为 
f(ydk = 二. d= 2 Na ap 
-到 
由 色 向 关系 得 


os- 2 —cos ka) 
m 


对 应 于 土 户 ，w 取 值 相同 ， 则 
p(w) dp= 2 ae dk ae 
Th 
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当 hk = 开 时 ， = 4 - Orn, 则 


a 
2 2 
do ma . Cnm CQ 
了 sin Ra= ZG V1 -cos ha 
[oe / € 2 ) A 
0 az?， 3 
-0 
2 所 (on 一 O? 
oa) Na 2N 1 
= 和- 了 (0%, 一 2) /? 


由 EE a 了 )h@pl@®) do 得 热 容 量 为 


0 =- (£2 ) Po/ hol Yolo) de 
a7) [exptho/Ro/) 一 1 


因 6 - 型 or % = 了 ， 风 


型 
,=2R (O/T, ary se ds 
四 (3 ») (TYX》 CE 二 dx 
11-7 解 ， 与 三 维 情况 相似 ， 在 民 到 有 R+dR 间 的 独立 
振动 模式 数 对 应 于 数 平 面 中 半径 #4 到 nn +dn 问 回环 的 面积 
2 nndn， 且 . 


2xndn = £ Rdh= Spdh 
W pC0)= 350 do, 出 
2nvs 
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2 
E=. 3S -PP 五 O2 do 
2 


TEAT 


1 


3S (ksT ) 全 (29): (a7) 
nh oho/hkaT 1 
= 35CkeT)y feo ds 


e”—1 
2xro2 瑟 2 “ = 


由 se _ /9E 
当 T-> 0 时 ， 羽 scT3， 才 Cy = ( 寻 ) <7 
第 十 二 章 
12-1 解 ， 三 维 无 限 深 势 阱 中 电子 的 势能 可 表 为 : 在 0 
<x<Ii、0<y 二 LL、0 过 2z 之 区 域内 U(x,y， 0 | 
而 在 上 述 区 域外 = cc。 这样, 在 0<XY 所 了 ,0 志气 工 ， 
0 < > < 区 区 域内 的 蕊 定 请 方程 为 
8 人 2 \ _、 
a (BP op Der) Ys ye 
= Ey(X,y,2) 《3 》 
式 中 必 为 电子 质量 ， 而 在 上 述 区 域外 其 电子 的 波 末 将 gf ， 
y》，。2Z)= 0 。 现 令 (%，y，2)=W(%)Us(y)Us(2) 及 能 


2 2 
量 E = (Rs 十 局 十 R)， 并 将 此 二 式 代 和 }) 峙 
得 ， 一 
2 
(= 0 


AS 
=“ 
~ 


CY) 


dy +Riu(y)= 0 
+ hue) = 0 


波 函 数 、 12>、 ss 必须 满足 下 述 边 办 条 件 ， 
在 xX = 0 及 % = 工 处 ， u(x)= 0 
在 y= 0 及 y= 工 处 ,Ws(y)= 0 
丁 2= 0 及 z= 工 处 ,us(z)= 0 

方程 ( 2 ) 的 解 为 : 


U(X)= Aisink,x 


Ii 


Ua (Vy)= Assinkyy 
Us(2)= Assink,z2 
其 波 矢 分 量 k,、h 及 hk. 可 由 边界 条 件 ( 3 ) 定 出 : 


" n,n Nn, 
he = ,hy = TT ,= 


Pi 


其 中 4,、1, 及 1, 为 任意 正 整数 。 由 ( 4)C(5) 可 得 


pAX,Y,2)= Asink xsink, ysink,z> 


sin ~»Y~.sin 


L L 


= Asin 和 Ny fa 
L 


(C2) 


(4) 


(5) 


6) 


其 中 性 为 妥 一 化 常数 。 由 yrdr= 1 ,可 得 有 4 (了 全。 和 


(5 ”相生 电子 在 势 阱 内 的 能 量 


E=hr 2 二 2 +n2 
有 有 人 他 


(7) 


12-2 解 ， 由 上 题 结果 (6)、(7 ), 对 于 基态 (1 = ny 


=1: 二 1 ) 来 说 ， 应 有 
3/2 bi :NT .TT 
B= (7) sin FXsin FysinT2 
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-sr 


3h?rx? 
2uL 
简 并 度 为 1《 非 简 并 的 》。 . 

对 第 一 激发 态 ns、n,、n: 可 分 别 取 三 组 值 : ( 1，1， 
2)，(1，2，,， 1)，,，(2，1，1 )。 其 相应 的 波 函 数 
和 能 量 为 


2\3/2 . x .xX . x 
$1 = (3) Sin FXsiny -Ysin 2, 


2 (2/2 和 2r NT 
yp, = (F) Sin FXsin I ysiny ER 


3/2 x 
ps = (2) sin ExsinF ysiay 2 
6. Pr 
B=6. gn 
简 并 度 为 3。 


第 二 激发 态 n, 、 fy 、 ns 可 分 别 取 三 组 人 入: ( 1, 2， 
2 )， (2，1， 2 )， (2， 2， 1 ) 。 相应 的 波 函 数 可 
简写 为 ; (1 ，2，2 ，)，g(2，1，2) 及 ja(2，2 ,1)。 对 


应 的 能 量 为 妃 = 9"2.35 。 简 并 度 为 3 。 这 并 不 意 呈 着 更 高 泊 


发 态 也 只 有 三 个 简 并 度 ， 如 (4 ,3,2)，Ys( 4,2,3) 
pal 3,4,2), pl 3,2,4), yl2,3, 人 


3 ) 等 六 个 波 函 数 对 应 于 相同 的 能 量 29 .1 Di 简 并 度 为 


6 。 
对 任意 形状 的 方 势 讲 ， 因 也 ; 失忆: 失 Ls ， 故 由 这 界 条 件 得 
到 的 波 矢 为 


nn Hy7 7 
R= ,p= R= fT 
1 了 3 
相应 的 六 如 数 及 能 量 为 
8 172 了 x » Ns 
p= ( 一 一 Sn - XS1iN YSN-. -之 
LiL,Ls .i L Ls 


可 见 。， 方 劳 济 的 形状 对 能 级 简 并 度 有 影响 。 在 一 般 情况 下 
《 工 ; 半 上 , 计 Ls ) ， 简 闪 全 部 退化 为 非 简 并 的 。 

12-3 和 鲜 ， 满足 (12-1 ) 式 的 任意 丝 正 整数 4.、1， 、1L- 
决定 了 八 分 之 一 球面 上 的 一 个 点 〈 国 三 个 坐标 均 为 正 的 点 都 
信人 代表 电子 的 一 个 可 能 状 

。 可 郑 在 17/8 球面 上 的 点 数 是 能 量 巨 所 可 能 具有 的 量子 术 
人 数 应 等 于 在 球 帝 rR*dR 
内 所 含 点 激 的 1/8 。 设 点 的 体 密度 为 1 ， 这 样 ， 能 量 在 玉 
一 巨 +G 匹 之 河 的 量子 态 数 为 


1G= | 7dR = oz (24Y/? EdE 

dG= + dRrdR= 2 (区 VEdE 
其 中 中 = 工 ?， 为 金属 体积 。 考 虑 到 每 个 由 (ms ，m ，?z ) 决 
定 的 基 子 态 可 容纳 两 个 自 旋 相 反 的 电子 ， 故 

iG= day (2 VEdE=CVEdE 


3 
其 让 二 = 4 (给 ) 全。 状态 窗 度 ( 学 位 能 量 问 隔 中 的 量子 
dG 
5 和 Y A 
恋 妆 > 为 dE CVE, 


12-4 解 ， 一 维 周 期 场 中 电子 的 波 函 数 .p(X) 应 满足 布 
治 共 定 理 ,(X) = Ik, (Cx) ， 其 中 纹 (%+a) = Wx(%)，。 敢 
有 Was ra) =eipaps(x)。 


、 ， ， 和 十 如 ， 
(1) VCxX+TG) = sin = sin r= 一 aC%)， 宾 此 


了 


四 ， 、、 、 - 
可 等 四 二 一 1 二 > R= xz/a, 将 卢 = 了 /ja 代入 波 务 数 中 ， 得 
ft 
x -YX . A 
Pal(X)=e  « (s sn) 
= u(x) 


-ii7X . xX ， 
其 中 (3)=@ 1 % oin TI*， 显然 有 4 人 (2+Ta) = U(x), 
豆 多 i 二 Sin ~ TT 的 注 矢 是 zx/a。 


{2) Wa(X+a)=i cos 


XYX+a 。 nD 
3 ) z= ~icos r= -PX ) 
a a 


所 以 有 0 h =x/a 。 按 与 (1 ) 相 同 的 方法 ， 将 


a 代入 il(%)， 可 得 W(X) =e i (i cosT x ) ， 关 


可 证 明 ?za (%) = us(%+a), 所 以 Ya(%) =icos x 的 汽 先 从 
为 zj/ 
(3) pa(x+a)= f(x+a-la) 
[=~% 
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一 > fCx—(1 -1)a)= yx) 


1=-%~ 


可 得 ，e "=1,， k=0。 


人 一 一 oo 


(4) 加 (x+a)= 也 (一 DCX+a 一 ma) 


=-i D(C(-D) "fcx—(m-1)a) 


Nh 二 一 oo 


=-i DZ(-DHx-ia)= -islx) 


1 一 一 = 


改 ， cipa - —i, k= —x/2q, 


上 迷 所 确定 的 名 并 不 是 唯一 的 ， 这 此 名 值 加 上 2x/4 的 整 
. 数 售后 仍 是 需要 的 解 。 例 如 ， 由 6 名 = -i 即 有 ha= -xz/。 


TZ2NA， 故 = 一 Xx/26 +2nn/gq。 
12-5 作 图 说 明 : (1) 只 需 在 & < 过 0 的 区 域 中 绘 出 与 图 
12-1 关 于 纵 轴 镜 对 象 的 另 一 半 图 象 即 可 得 到 p = 37/2 时 能 党 
本 
) 在 (1 ) 结 果 的 基础 上 补足 另外 半 个 周期 的 曲线 ， 再 
二 个 于 基部 可 得 到 衣 的 周期 性 表示 。 


(3) 在 (2 ) 结 果 的 基础 上 ， 截 取 二 天 << 节 区 间 的 那 
部 分 岗 线 即 可 得 到 能 带 的 简约 布 里 洲 区 表示 。 


C11) 
[12] 
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